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Introduction genérale

1 Le contexte de travail

Dans le domaine de l'intelligence artificielle, la programmation par contrai@i@égéur Constraint
Programming est un paradigme permettant de traiter entre autres les probléemes comémdeoina-
ture décisionnelle. Résoudre un probléme de décision, c'est réptmdteou "non" a la question qui
est de savoir si une solution existe ou pas pour ce probleme. Appansdedaannées 1970, I'approche
CP consiste a modéliser certains de ces problémes en réseaux de canf@inbeur Constraint Net-
work) : ils sont définis par un ensemble de variables, représentant desiiresyret un ensemble de
contraintes représentant certaines limitations sur les inconnues. Le mpebdsultant est appefdo-
bléeme de satisfaction de contraint6SSP pour Constraint Satisfaction Problenet une instance de
ce probléme, obtenue en spécifiant précisément les variables et lesim@strest résolue par un pro-
gramme appeléolveur Une instance est satisfaisable si elle admet au moins une solution, c’est a dir
une affectation de valeur a chaque variable permettant de satisfaire legitemtraintes, sinon elle est
insatisfaisable. Un solveur (complet) fournit une solution a toute instanBesC&le existe et si on lui
donne suffisamment de temps (potentiellement infini). Le probleme de satisfaetioontraintes est
un probléme fortement combinatoire dans le sens ou trouver une solutipnoaer qu'il n’en existe
aucune, néecessite généralement de considérer un nombre expatectehbinaisons pour y parvenir.
La progression de la puissance des ordinateurs ne peut rien y chaogeréduire cette combinatoire,
la programmation par contraintes propose un ensemble de techniques dénidligrtificielle : des
heuristiques, de l'inférence pour filtrer 'espace de recherchepddbodes d’apprentissage, etc. Des
instances CSP peuvent alors étre résolues efficacement en pratiqué lealgorte complexité théo-
rique. De plus, de nombreux problémes décisionnels complexes réelsedplgpification” (chaine de
montage en production, etc.), "ordonnancement” (séquencage dagéndiologie moléculaire, etc.),
ou "allocation/affectation de ressources" (emploi du temps, etc.) s'imigaturellement au cadre de la
programmation par contraintes.

Considérons par exemple le probléme consistant & établir un emploi du terppss précisément
une instance d’emploi du temps scolaire introduite dans la figure 1. L'obgsttde proposer un emploi
du temps permettant & chaque formation (F1, F2, etc.) de suivre les ligucesirs prévues dans son
programme pour chaque matiére (mathématiques, informatique, etc.) et iresufpprédifférents ensei-
gnants (E1, E2, etc.) dans plusieurs salles a disposition dans I'écolel(sa#ide 2, etc.). La figure 1
illustre une solution partielle d’emploi du temps ciblée sur la formation F2 : on ypasiexemple que
cette formation a cours d’informatique le lundi matin de 10h & 12h avec I'emseid=1 dans la salle 3,
puis un cours de mathématiques le mercredi aprés-midi de 14h a 16h assidigant E2 dans la salle
1, etc. A premiére vue, proposer un tel emploi du temps semble facile et oimergge le nombre de
solutions possibles est important. Cependant, certaines contraintesddites toivent étre satisfaites
par ces propositions pour que I'emploi du temps soit réalisable (acceptalnbeenseignant ne peut
pas donner deux cours différents durant le méme créneau horargadaux pratiques d’'informatique
doivent se tenir dans une salle équipée d’ordinateurs, etc. A partirfibpite 2, on peut imaginer une
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Lundi Mardi Mercredi Jeudi Vendredi
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FiG. 1 — Solution partielle d’'une instance d’emploi du temps scolaire.

)

8h-10 ? ? ? ?

10h-12|

o) e
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modélisation possible (basique) du probléeme d’emploi du temps. Pour cbhagple "créneau horaire -
salle", nous allons définir trois variables : une variable pour I'ensetgnae variable pour la matiére et
une variable pour la formation. Une fois toutes ces variables assigrgesanrons ainsi un enseignant,
une matiere et une formation désignés pour chaque couple "crénesrehasalle”. Cependant, n'ou-
blions pas les contraintes (rappelées par des fleches sur la figureld définissons donc entre autres
des contraintes portant sur les variables prévues pour les affectdBomstieres (une salle doit étre
adaptée a une matiére), ainsi que sur les variables prévues pourlgsatidhs d’enseignants (un seul
cours a la fois). Résoudre cette instance CSP correspond doncas@ram emploi du temps résultant
de I'affectation dans chaque créneau horaire et pour chaque salleseignant, d’'une matiére et d’'une
formation de telle maniére que toutes les contraintes soient satisfaites.

Salles
Salle 1 Salle2 | ... ... ... Salle n

Créneaux

Lundi 8h-10h )} ( " | oottt Tttt T

Enseignant <«+— Enseignant <«4+— Enseignant <4—>» Enseignant

Lundi 10h-12h Matiére Formation| Matiére Formation| Matiére Formation | Matiére Formation

Vendredi 16h-18h{§ """ | TTTTTUTTTTo 0 Tt T

FIG. 2 — Modélisation CSP du probléeme d’affectation d'un emploi du temps scolaire

Pour 'emploi du temps, nous avons également besoin de contraintessditgse’. Ces contraintes
sont souples car elles peuvent ne pas étre satisfaites par une propd'sitiploi du temps et garantir
malgré tout que I'emploi du temps proposeé soit réalisable. Cependanpraiotes permettent d’ex-
primer despréférenceset de leur satisfaction ou non dépendra alorpréférenced’une proposition
d’emploi du temps par rapport a une autre. Dans notre emploi du tempgecofe contrainte souple
correspond par exemple a éviter les créneaux horaires creux (ueacréoraire vide, c’'est a dire dans
lequel il n'y a pas de cours a donner, entouré de deux créneaus)tizins une méme journée pour un
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2. Problématiques abordées et contributions apportées

enseignant : une proposition d’emploi du temps pourra donc inclureéesaux creux et étre réalisable,
mais celle qui les minimisera sera préférée. Au carrefour de l'intelligenifeiatle et de la recherche
opérationnelle, la programmation par contraintes a introduit au début déssa#000 un cadre permet-
tant de traiter des problémes avec des contraintes dures et des consaimikes : il s'agit du probléme

de satisfaction de contraintes pondéré¥€SPpourWeighted Constraint Satisfaction Problgiar op-
position aux contraintes dures présentées précédemment (qui autousetierdisent des affectations de
valeurs aux variables), on va donc autoriser la violation des contramiptes. Cette souplesse se traduit
au travers deegrés de pénalitésu coltsattribués aux différentes affectations (de valeurs) dans chacune
des contraintes. Uoodt interditest défini pour les contraintes souples d’un réseau de contraintes pon
dérées\WCN pourWeighted Constraint Netwoylet permet malgré la souplesse introduite de continuer
a refuser des affectations irréalisables (inacceptables). Une &ffactat alors soit totalement autorisée
(codt de0), soit totalement interdite (codt interdit), soit autorisée avec le coltgmorelant qui lui est
attribué par la contrainte. Un exemple d’attribution de colts au sein de la icbatsauple consistant a
éviter les créneaux creux pour un enseignant dans une journéelédanobleme d’emploi du temps) est
proposé dans la figure 3.

Lundi
Contrainte souple 8h-10h
b cré : 0 2 10h-12h
‘ C nb créneaux creux @ -
coiit : 0@ 10 14h-16h
16h-18h

FiG. 3 — Colts attribués par la contrainte souple.

Un co(t de0 est attribué s'il n’y a aucun créneau creux de prévu durant la jeyuméco(t del est
attribué si un créneau creux est prévu, un codt@est attribué pour deux créneaux creux. On distingue
clairement que plus le nombre de créneaux creux prévus durant umegoast conséquent pour un
enseignant, plus le colt est important dans la contrainte souple et moinol €inpemps correspondant
sera préféré. La solution d'un WCSP correspond alors a une ditecde valeur a chaque variable
satisfaisant complétement les contraintes dures et minimisant les codlts daostlaites souples. |
ne s'agit plus simplement ici d'un probleme de décision, il s’agit d’'un [gnole d’optimisation : non
seulement une solution doit étre trouvée, mais en plus celle-ci doit étre optatestea dire avec le colt
le plus faible possible au niveau des contraintes souples. Le cadre BiGSRIifferentes techniques de
résolution qu'il propose permettent de résoudre ces problémes.

2 Problématiques abordées et contributions apportées

Lefficacité des techniques proposées dans le cadre CSP est atéréeesse de s'améliorer de-
puis des décennies. Les techniques dans le cadre WCSP sont plusxasdptause des opérations de
transferts de codt et d’un point de vue plus général parce qudite problemes d’optimisation. La
plupart d’entre elles ont été définies et/ou utilisées pour les réseawnttaintes binaires ou ternaires
pour lesquelles elles sont assez efficaces. Cependant, elles paunesrar & une explosion combinatoire
dans le cadre de contraintes de grande arité. L'idée générale sodtmieette thése est que l'intégra-
tion de techniques proposées dans le cadre CSP peut permettre d’anfiéfiicacité dans la résolution
d’instances WCSP.
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La premiéere partie de ce mémoire trace un état de I'art de la programmatioanteaintes, et plus
précisément des cadres CSP et WCSP, qui représente réellemerteldede nos différentes contribu-
tions. La seconde partie aborde nos deux contributions. Nous prgpdans notre premiére contribution
un algorithme pour maintenir la cohérence d’arc souple généralisée €dLi soit optimisé pour les
contraintes tables souples de grande arité. Cette contribution se composgEmiére version de tra-
vail ayant été publiée dans [Lecoug®al., 2012] et étendue par une contribution en cours de soumission.
Nous proposons ensuite dans notre deuxiéme contribution une apple@ofsolution pour les instances
WCSP basée sur I'extraction de noyaux insatisfaisables minimaux, se camhpiagne partie ayant été
publiée dans [Lecoutret al, 2013] et étendue par des travaux n’ayant pas été soumis.
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Chapitre 1

Le probleme de satisfaction de contraintes
CSP
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1.1 Reéseaux de contraintes

1.1.1 Définitions et notations

Avant d’introduire le concept de réseau de contraintes et le problersatidéaction de contraintes
associé, il convient dans un premier temps de définir les composants auwlecee cadre, a savoir,
variables et contraintes.

Définition 1 (Variable) Une variable est une entité a laquelle il est possible d’affecter une valeur.
chaque variable est associé un domaine : il s’agit de I'ensemble desirgadistinctes pouvant étre
affectées a cette variable. Une variable est discrete (resp. contingdesest associée a un domaine
discret (resp. continu). Une variable est soit assignée (une valeur lui a &étée), soit libre (aucune
valeur ne lui a été affectée). Une variable dont le domaine ne contieninguseule valeur est dite

singleton.

!Dans ce manuscrit, nous considérons uniguement les domaines finis
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1.1. Réseaux de contraintes

Nous nous sommes intéressés dans le cadre de notre travail aux vadiabtetes. Nous notons
dom(z) le domaine fini de valeurs associé a une variable (disciet8ans perte de généralité, pour les
différents exemples présentés dans ce manuscrit, des lettres de I'alpdraioe utilisées (sauf indication
contraire) pour désigner les valeurs contenues dans les domainexidéses : par exemple, la variable
x telle quedom(xz) = {a, b} est une variable dont le domaine contient les valeuesb. Nous verrons
également par la suite que les domaines des variables évoluent par lassimpde valeurs durant la
résolution d’un réseau de contraintes. Nous notons dlers™"(z) le domaine initial de la variable,
c'est a dire le domaine constitué de toutes les valeurs pouvant étre efféatitéalement &:. La valeur
a appartenant dom'™(z) est notée aussir, a). Le domaine courant de la variabite c’est a dire le
domaine constitué des valeurs pouvant étre affectéea an instant donné de la résolution, est noté
dom(z) et il respectelom(z) C dom™"(x). Affecter une valeur € dom(x) ax consiste a restreindre
dom(x) a{a} : la variablex est alors assignée (par la valeyret on notex = a. Une valeur est
valide pour une variable si elle appartient au domaine courant de ceitbleal a taille dedom(z),
représentée généralement parm(x)| (cardinalité de 'ensembléom(z)), correspond au nombre de
valeurs appartenantdm (z).

Exemple 1 Soient deux variables ety avecdom™*(z) = dom™(y) = {a, b, c}, dom(z) = {a, b} et
dom(y) = {c}. Les domaines initiaux des variablesty contiennent les valeurs, b etc. Le domaine
courant de la variable: ne contient plus que les valeuretb. La variabley est singleton et son domaine
courant contient uniqguement la valeur

Définition 2 (Instanciation) Une instanciation/ d'un ensembleX = {z1,...,z,} de ¢ variables est
un ensemblg (z1,v1), ..., (z4,v,)} tel quevl < i < g,v; € dom™*(z;) et la variablex; n'apparait
gu’une seule fois.

Nous notonsars(I) 'ensemble des variables dans une instanciatid®oitz € vars(I) : la valeur
associée a la variabledans! est notéd [x]. Soit X un ensemble de variables : une instanciafiest
dite compléte suX sivVx € X,z € vars(I), sinon elle est dite partielle. Une instanciatibest valide
si et seulement 8z € vars(I), I[z] € dom(x).

Exemple 2 Soit un ensemble de variabl&s= {z, y, z} avecdom"(z) = dom™(y) = dom™(z) =
{a,b,c}.

— I = {(x, a)} est une instanciation partielle suf avecvars(l) = {x}.

— I ={(x,a), (y,c)} estune instanciation partielle suf avecvars(I) = {z,y} etI[y] = c.

— I ={(z,a),(y,c),(zb)} estune instanciation compléte skiravecvars(l) = {z,y, z}.

Au dela des variables, les contraintes représentent bien sdr 'autre fommdamentale au coeur des
réseaux de contraintes. Avant de définir ce concept, il est utile d'mit®edvant tout les notions générales
de produit cartésien et de relation, puis de les appliquer au cadre ihesn#@ associés aux variables.

Définition 3 (Produit cartésien) SoientD1, D», ..., D, des ensembles finis d’entiers. Le produit carté-
sienD; x Dy x ... x Dy, noté auss[ []_; D;, correspond a I'ensembl(vy, ..., v,) | V1 < i < q,v; €
D;}.

Définition 4 (Relation) Une relation définie sur une séquenbe, Ds, ..., D, est un sous-ensemble du
produit cartésier] [L_; D;.

Dans le cadre d'un réseau de contraintes, nous allons parler detpradéasien des domaines de
variables. Soientom(z1), dom(xz), ..., dom(z4) les domaines respectifs devariablesz, x, ..., x4 :
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le produit cartésierlom(z1) x dom(z2) X ... x dom(x4), noté aussi[{_, dom(z;), correspond a
I'ensemble{(v1,...,vq) | V1 <i < gq,v; € dom(z;)}. Une relation définie sur[!_, dom(x;) est donc
un sous-ensemble dg7_; dom(x;).

Exemple 3 Soient trois variables, y etz avecdom(z) = {a, b}, dom(y) = {a, c} etdom(z) = {b, c}.
Le produit cartésien des domaines de ces trois variables correspond a

dom(z) x dom(y) x dom(z) =

Un exemple de relation sur le produit cartésien des domaines de cesdra@bles est donné par :

(a,a,b)
(a’ C’ b)
(a,c,c)
(b,a,b)

)

Nous abordons maintenant le concept de contrainte. A noter que daasire des réseaux de
contraintes, il s’agit de contraintes dures contrairement aux contraotgses introduites dans le cha-
pitre 2.

Définition 5 (Contrainte) Une contrainte (dure} porte sur un ensemble de variables (totalement or-
donné) appelé portée (ou scope) et netg(c). Toute variable descp(c) est dite impliquée dans.
Elle est définie par une relation notéel(c) qui autorise (et indirectement interdit) les valeurs que
peuvent prendre simultanément (dans leurs domaines) les varigipiestanant a sa portée et qui véri-
fierel(c) C [Tuesep(e) dom™(z).

L'arité d'une contrainte: correspond au nombre de variables contenues dans sa porté@, diest
|sep(c)|. Principalement, I'arité permet de qualifier et de catégoriser les contraimpescontrainte avec
une arité égale & est appelée contrainte unaire et porte sur une seule variable, poaritthégale
a2 c'est une contrainte binaire portant sur deux variables, et pour ritéeégale a3 (ternaire) et au
dela, nous parlons de contraintes n-aires. Pour les contraintes ybaieges et ternaires, nous placons
généralement le nom des variables en indice de la lettRar exemple, pour une contrainte unaire
impliquantz, nous noterons,, pour une contrainte binaire impliquanety, nous noterons,,, et pour
une contrainte ternaire impliquanfy, etz, nous noterons,,.. Plus généralement, pour une contrainte
d’arité quelconque, nous noterogg la contrainte donscp(cg) = S. Deux variables impliquées dans
au moins une méme contrainte sont dites voisines ou connectées. Le dé@ (fmne variable est
le nombre de contraintes dans lesquelles elle est impliquée. Une contraicteuestte si toutes les
variables appartenant a sa portée sont assignées.

Définition 6 (Tuple) Un tuple est représenté par une séquence de valeurs entouréegatehgaes
et séparées a l'aide de virgules. Au niveau d’une contraintéarité r, un tupler = (vy,...,v,)
correspond a une instanciation de I'ensemble des variables de la patétetle quevl < i < r,v; €
dom™(z;), z; € sep(c). Un tuple contenant valeurs est appelé urtuple.
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La valeur affectée a une variabtelans un tuple est notée-[z]. Chaque élément du produit cartésien
[1;_, dom™"(x;) des domaines des variables de la portée el représenté par urtuple.

Exemple 4 Soitc,,. une contrainte dure avedom(z) = dom(y) = dom(z) = {a,b,c} et soit une
instanciation/ = {(z,a), (y,¢), (z,b)} dansc,,.. Le tupler correspondant & sur c,,. est notér =
(a,c,b), avecr[z] = a,7[y] = cetr[z] = b.

Une contrainte peut étre représentée en intention, en extension ou deenvapiécite. Nous parlons
alors de contraintes en intention, de contraintes en extension et de castgobales.

Définition 7 (Contrainte en intention) Une contrainte en intention est une contrainte dans laquelle les
instanciations autorisées sont définies par un prédicat, c’est a dirdanmaion qui associe vrai ou faux
a toute instanciation. Ce prédicat est défini a partir d'opérateurs logsquelationnels et arithmétiques.

Définition 8 (Contrainte en extension) Une contrainte en extension est une contrainte dont la relation
est représentée sous la forme d’'une liste de tuples. On parle de relatitypelesupport (resp. conflit)
guand il s’agit de la liste des tuples autorisés (resp. interdits) par la camtiea

Une contrainte en extension est aussi appelée contrainte table. Noumsoible|c,, .| la liste des
tuples autorisés dans, . dans le cas d’une représentation dite "positivetéte|c,,,.] |a liste des tuples
interdits dans le cas d’une représentation dite "négative" : nous paidormntraintes tables positives ou
négatives. Notons queble[c,,.] = rel(cyy:) et quetablelcay:] = [T, coep(e) dom™ (z)\rel(cey:). La
tabletable|c,, .| est représentée par un tableau de tuples indiceé de-08 avect qui représente la taille
de la table, ce qui correspond pauble[c,,.] au nombre de tuples autorisés daps . Le i*™tuple dans
table[c,y.] est donné patable[c,,.][i]. Les tuples peuvent étre stockes par ordre lexicographique : dans
ce cas, pour tout tuplg avec0 < i < t, 7; < 7,41 avecr; = table[cyy.][i]. Le nombre de tuples pouvant
étre conséquent, il est important de choisir la sémantique de la représegatport ou conflit) qui va
permettre de minimiser le nombre de tuples de la relation.

Exemple 5 Soient deux contraintes, et ¢,,,, avecdom(z) = dom(y) = {a,b,c}, représentées en
intention et en extension :
— rel(c;) : x # a, est la représentation de, en intention, tandis queable[c,] = {(b),(c)} (ou
table[c,] = {(a)}) est la représentation de, en extension.
— rel(cgy) : @ # y, est la représentation de,, en intention, tandis quawble|c,,| = {(a,b), (a,c),
(b,a), (b,c), (c,a), (c,b)} (outablecy,] = {(a,a), (b,b), (c,c)}) est la représentation de,, en
extension.

Définition 9 (Tuple valide) Untupler = {(x1,v1), ..., (2., v,) } estvalide si et seulementsi < i < r
v; € dom(x;), sinon il est non valide.

Exemple 6 Dans la contraintec,,, définie ci-dessus, le tuple, b) est valide carc € dom(z) etb €
dom(y), par contre le tuplde, b) n'est pas valide cae ¢ dom(x).

Définition 10 (Tuple autorisé (resp. interdit)) Un tupler est autorisé (resp. interdit) dans une contrainte
c si et seulement si € rel(c) (resp.7 ¢ rel(c)).

Définition 11 (Tuple support (resp. conflit)) Un tupler est un support (resp. conflit) dans une contrainte
c si et seulement si est un tuple valide et autorisé (resp. interdit) dans
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Exemple 7 Dans la contrainte:,, définie ci-dessus, le tuple valide, b) est autorisé car il appartient
arel(cgy) : {(a,b),(a,c),(b,a),(b,c),(c,a),(c,b)} il sagit donc d’'un tuple support dans,,. Par

contre, le tuple validgb, b) est interdit car il n‘appartient pas ael(c,,) : il s'agit donc d’un tuple
conflit.

Définition 12 (Projection/restriction d’'une instanciation) Soit un ensemble de variabl&set une ins-
tanciation/. La projection/restriction dd sur X, notéel[X] ou ]| x, est définie pal[X]| = {(z,a) |
(x,a) e I[Nz € X}.

Définition 13 (Instanciation satisfaisante/insatisfaisante)Une instanciation/ couvre une contrainte
¢ ssisep(c) € vars(I). Une instanciatiorn/ satisfait une contrainte si et seulement si elle couvreet
que le tuple correspondant a la restriction desur scp(c) est un support dans; on dit également que
la contraintec est satisfaite pad. A contrario, l'instanciation/ ne satisfait pas la contrainte si elle
couvre cette contrainte et que le tuple correspondant a la restrictioh sl scp(c) est un conflit dans
c¢; la contraintec est alors insatisfaite (ou violée) pdr

Définition 14 (Contrainte globale) Une contrainte globale est une contrainte avec une sémantique im-
plicite et dont la portée peut contenir un nombre quelconque de variables

Ce type de contraintes permet généralement de capturer des problearesms (ré-utilisabilité) et
d’intégrer des techniques spécifiques dédiées (c’est a dire spéaifiol adaptées a la sémantique de la
contrainte).

Exemple 8 Une des contraintes globales les plus connues est sans doute la con#&ifef ferent
dont la sémantique impose que les valeurs affectées aux variables detiésa goient toutes différentes.
Elle peut étre définie pour deux variable8] Di f ferent(x, y) (similaire & la contrainte en intentiog,,
avecrel(cgy) : « # y), tout comme elle peut étre définie pouvariables,AllDif ferent(x1, ..., xy).
La sémantique est la méme dans ces deux utilisations : que ce soientpawueh variables, les valeurs
choisies doivent étre toutes différentes. Méme si la contrainte globidle: f ferent est équivalente a
un ensemble de contraintes binaires, son intérét réside dans sa teetdediltrage dédiée : pour plus
d’'informations, voir [Régin, 1994, Puget, 1998].

Définition 15 (Réseau de contraintes)Un réseau de contraintes se compose d’'un ensemble fini de va-
riables et d'un ensemble fini de contraintes portant sur ces variables.

Nous utiliserons la notatio®? = (X, C) pour tout réseau de contraintes (CN pour Constraint Net-
work) P composé de I'ensemble des variaklest de I'ensemble des contrainteésL’'ensemble des va-
riables du probléemé associé a ce réseau de contraintes serauaeté P) et 'ensemble des contraintes
sera noteons(P). Lensemble des variables déja assignées (variablesphitestesdansP sera géné-
ralement notéussigned(P) tandis que I'ensemble des variables non encore assignées (variabdes dite
future9 sera notéunassigned(P). Pour toute contrainte € cons(P), nous avonscp(c) C vars(P).
Nous notons: le nombre de variablegars(P)|, d la taille du plus grand domaine des variablesitje
e le nombre de contraintésons(P)| etr I'arité maximale des contraintes dafs L'arité maximaler
dansP permet de qualifier et de catégoriser le réseau de contraintes. Un tésqaer = 1, r = 2 et
r = 3 est appelé respectivement réseau unaire, binaire et ternairer Podt nous parlons de réseau
n-aire.

Introduisons a présent plusieurs définitions qui seront illustréesldaestion 1.1.2.

Définition 16 (Réseau de contraintes normalisélJn réseau de contraintes est normalisé si et seule-
ment si quelles que soient les contrainte®tcy € cons(P), c1 # ca = scp(c1) # sep(ca).
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Pour normaliser un réseau (qui ne I'est pas), toutes les contraintesrde pdtée doivent étre
fusionnées.

Définition 17 (Instanciation localement cohérente)Une instanciation/ est localement cohérente sur
un réseau de contrainteB si et seulement & est valide et que toutes les contraintes couvertes par
I sont satisfaites. Siars(I) = vars(P), I correspond alors une instanciation localement cohérente
compléte, sinon elle est partielle.

Définition 18 (Solution) Une solution d'un réseau de contraintésest une instanciation localement
cohérente compléte sur.

L'ensemble des solutions d’un réseau de contraiftest notésols(P).

Définition 19 (Instanciation globalement incohérente)Une instanciation est globalementincohérente
si elle ne peut pas étre étendue a une solution, sinon elle est globaleoigméste. Une instanciation
globalement incohérente est appelée aussi nogood.

Une instanciation localement incohérente est nécessairement globaleooddrante, cependant la
réciproque n’est pas vrai.

Définition 20 (Réseau de contraintes satisfaisable)n réseau de contraintes est satisfaisable si et seule-
ment si il admet au moins une solution, sinon il est insatisfaisable.

Définition 21 (Sous-réseau de contraintespn sous-réseau de contraint®sd’un réseau de contraintes
P est un réseau de contraintes obtenu en supprimant des contrainfeetleu des variables d&.

Définition 22 (Réseaux de contraintes équivalentsPeux réseaux de contraintéset P’ sont équiva-
lents si et seulement sls(P) = sols(P’).

Dans certains cas, il peut s'avérer utile de connaitre les raisons datikfiagsabilité d’'un réseau
de contraintes, c’est a dire les contraintes (et donc les variablesytiefages qui participent a la non
satisfaction globale du réseau. En effet, ces informations peuvent fhere comprendre et d’apporter
les réparations ou modifications nécessaires a ce réseau pour le setisf@sable quand c’est néces-
saire. Ces ensembles de contraintes (et variables) sont appeléyalas ingatisfaisables et peuvent étre
minimaux :

Définition 23 (Noyau insatisfaisable)Un noyau insatisfaisable d'un réseau de contrainfé®st un
sous-réseau de contraintes fequi est insatisfaisable.

Définition 24 (Noyau insatisfaisable minimal) Un noyau insatisfaisable est minimal (MUC pour Mi-
nimal Unsatisfiable Core) si et seulement si tout sous-ensembledsrize noyau est satisfaisable. Eli-
miner une contrainte de ce noyau le rend donc satisfaisable.

Ces noyaux, minimaux ou pas, constituent ymeuve d’insatisfaisabilitéd’'un réseau insatisfai-
sable. Diverses méthodes, comme [de Siqueira et Puget, 1988], [J20&4], [Hemenyet al., 2006] et
[Wieringa, 2012], ont été proposées pour déterminer et extraireog@siR. Nous décrirons plus en détail
dans le chapitre 4 la méthode proposée dans [Hertal, 2006], méthode d’extraction que nous avons
mise en place et exploitée dans le cadre de notre deuxiéme contribution.
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Chapitre 1. Le probléme de satisfaction de contraintes CSP

1.1.2 Un exemple concret : le probleme de coloriage de carte

Afin de mettre en pratique les différents concepts présentés dans la padieiente, nous allons
nous intéresser au probléme de coloriage de carte. Ce probléme cqrmistene carte plane découpée
en régions adjacentes, a colorier chacune de ces régions tout suratagjue deux régions adjacentes
ne soient pas de la méme couleur. Depuis le théoréme des quatre couldsws @WNash, 2003], nous
savons qu'il est possible de colorier n'importe quelle carte avec seuteguatre couleurs. Nous al-
lons donc modéliser sous la forme d'un réseau de contraintes une inptaticaliére du probléme de
coloriage de carte basée sur quatre couleurs.

. Noir
. Gris foncé

D Gris intermédiaire
D Gris clair

FiGc. 1.1 — Carte découpée en régions a colorier avec quatre couleursgrigioncé, gris intermédiaire
et gris clair.

L'objectif est donc de colorier la carte illustrée de la figure 1.1, c’est & dffecter une couleur
parmi les couleursoir - gris foncé- gris intermédiaire- gris clair & chaque région, tout en res-
pectant la contrainte imposant que deux régions voisines ne soient peasndene couleur. Dans ces
termes, la modélisation de ce probléme en un réseau de contraintes detiegeliencEn effet, les va-
riables représentent chacune une région a colorier et les domaimestassont constitués des diffé-
rentes couleurs disponibles. Nous choisissons de faire corregptandaleurn a la couleur noire, la
valeurgf au gris foncé, la valeug: au gris intermédiaire et la valeye au gris clair. La figure 1.2
illustre 'ensemble des variables de notre réseau de contraintes. Pludléonem, soitP? = (X, C) le
réseau que nous modélisons, nous awns {xg, x1,x2, 3, T4, T5, T, L7, T8, T9, T10, T11, L12} AVEC
V0 < i <12, dom™*(z;) = {n, gf, gi, gc}.

Les contraintes interdisent une couleur identique pour deux régionsamisNous pouvons repré-
senter cela par une contrainte binaire en intention, définie par le prédinégalité £, pour chaque
couple de régions voisines. Ainsl,définit 'ensemble des contraintes binaires représentées en intention
de notre réseau :

Crozy © O 7 T1 Crozs © TO 7 T3 Crizs t X1 F T2 )
Corwy T1F T3 Croxs * T2 # T3 Caszy * T3 7 T4
Cpzxs - T3 7& Ty Crzzg - L3 7& Ze Cryxs + T4 7é T5
Coyws - T4 F T8 Cesae - T5 7 T6 Casar © T5 # T7

C= Crszs © T5 7 T3 Cagar @ X6 F X7 Crgzo L6 7 T9

Crexy; L6 # r11 Cyrxg * L7 # 38 Corxg * LT # Tg
Crgzg T8 7& Z9 Crexr * L6 7& x7 Cxgz19 + L9 # T10
Crozrin L9 F T11  Caygzny : T10 # T11 Criozrs © T10 7 T12
Cri1712 * T11 # T12
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1.1. Réseaux de contraintes

Fic. 1.2 — Chaque région est représentée par une variable. Pour cvexiplge, quatre valeurs (de
couleurs) possiblesr, g f, gi etge.

Dans ce résedd = (X, C) :

- {(=zo, gc), (x1,n), (z2, gi), (x3,9f), (x4, gc), (x5, g7)} (figure 1.3) est une instanciation locale-
ment cohérente partielle. En effet, elle est valide et toutes les contrairiéde gouvre, a savoir
Croz1r Cxowsy Caoiwar Coizsr Coamsr Caszas Cosas € Cayzs, SONt Satisfaites. Elle est partielle car toutes
les variables n’ont pas été assignées.

- {(xo0, gc), (x1,n), (x2, gi), (x3,9f), (x4, gc), (x5, 9f), (xe,97)} (figure 1.4) est une instanciation
incohérente partielle. En effet, parmi les contraintes couvertes, lesaguasc,,,, et cy 4, NE
sont pas satisfaites. Toute instanciation compléte obtenue par extensiettedestanciation sera
forcément incohérente.

- {(xo,gc), (xlvn)v <m279i)7 (x3ugf)7 (x4ugc)7 (1’5,92’), (xﬁugc)v (%7,71), ($8,gf)7 (:U97gi)a (33107“)7
(x11,9f), (x12,97)} (figure 1.5) est une solution. Toutes les variables du réseau ont &réess
et toutes les contraintes sont satisfaites.

FiG. 1.3 — Une instanciation localement cohérente partielle.

Le réseau de contraintes défini gaf, C) est normalisé. En effet, toutes les contraintes appartenant
a C ont des portées strictement différentes. De plus, il est satisfaisabtssége au moins une solution
représentée par la figure 1.5.

La représentation graphique d’un réseau de contraintes normalisétpeobtenue a partir de son
hypergraphe, appelé aussi graphe (primaire) de contraintes daadrke dun réseau de contraintes
binaire. Il s’agit d’'une macro-structure du réseau de contraintesoles les variables et les portées
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Chapitre 1. Le probléme de satisfaction de contraintes CSP

FiGc. 1.5 — Une instanciation localement cohérente compléte (solution).

des contraintes du réseau sont représentées. Pour les réseas bies sommets représentent les va-
riables et les arétes représentent les contraintes. Deux variablateappa a la portée d’'une méme
contrainte sont liées par une aréte. Le graphe de contraintes assoes@aw de contraintes du probleme
de coloriage de carte est donné par la figure 1.6. Par ailleurs, naoéseeperons également parfois les
contraintes par des micro-structures appelées graphes de compatibgiié,[1693]. Comme illustré
dans la figure 1.7 pour la contraintg, ., les deux variabless etz9 sont représentées avec les valeurs
de leurs domaines respectifs et les tuples supports sont représeniés pzéte.

FiG. 1.6 — Le graphe de contraintes pour le probléme de coloriage de carte.
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1.1. Réseaux de contraintes

gf
gt
gc

FiG. 1.7 — Le graphe de compatibilité de la contraintg,, du probleme de coloriage de carte.

1.1.3 Résolution d’'un réseau de contraintes

La résolution d’'un réseau de contraintes consiste (généralement) arntkey solution ou prouver
I'absence de solution(s). Il s’agit du probléme de satisfaction de dotgsa(appelé aussi CSP pour
Constraint Satisfaction ProbleimLa démarche consiste donc a modéliser un probléme sous la forme
d’'un réseau de contraintes (abordé dans la section précédentedefdrisésoudre dans le cadre de la
programmation par contraintes [Rossial., 2006] par un programme appelé solveur. Nous abordons
dans cette partie la complexité que représente la résolution du probleme tectatisle contraintes
et nous présentons le solvedibsCon qui a été utilisé pour implémenter et expérimenter les différentes
contributions présentées dans ce manuscrit.

Probléme de décisiorNP- Conpl et

Le probléme de satisfaction de contraintes est un probléeme de décisioteqoella question que
I'on se pose est : existe-t-il une instanciation compléte satisfaisant toutesrigaintes ? En d’autres
termes, le réseau de contraintes est-il satisfaisable ou insatisfaisabler@dlénge de décision est dé-
cidable s’il existe un algorithme qui peut répondre en un nombre d’éfapesla question posée par
ce probléme, cependant il est intéressant de savoir si cet algorithmdgmer la réponse efficacement
ou non. La théorie de la complexité, branche fondamentale de I'informatigoeidoe qui s'intéresse
principalement aux problémes de décision, permet de caractériserot¥snpes en termes de quantité
de ressources en temps et en espace nécessaires pour les algorithleeségolvent. Les problemes
sont ainsi regroupés par classe de complexité. Dans le cadre durpeotiesatisfaction de contraintes,
nous nous intéressons plus particulierement aux clds9e¢B, NP-Difficile etNP-Complet . La
classeP (Polynomial) regroupe les problémes de décision pouvant étre décidés phyorithme s'exé-
cutant en temps polynomial (par rapport a la taille de I'entrée) sur une neadhiifuring déterministe
[Turing, 1936]. Par exemple, le probléme dennexité dans un grapheui consiste a déterminer si
toutes les paires de sommets sont reliées par un chemin, appartient a laPclasseeffet, il existe
un algorithme en temps polynomiaD(n?), avecn le nombre de sommets) pour répondre a ce pro-
bleme. La class®&lIP (Non-déterministe Polynomial) regroupe les problémes de décision poétrant
décidés par un algorithme en temps d’exécution polynomial sur une machfiogidg non-déterministe
[Papadimitriou, 1994]. Il existe pour ces problémes un algorithme en temypédadiion polynomial sur
une machine de Turing déterministe qui permet de tester la validité d'une sghatientielle. Pour les
probléemesNP qui ne sont pas darg il n’existe donc pas d’algorithme polynomial pour les résoudre si
bien srP # NP comme on le conjecture a I'heure actuelle, le probleme de savBie=sNP ou P #
NPrestant non résolu. Le probléme de satisfaction de contraintes fait partecthsse des problemes
NP-Complets , c’'est a dire les problemes qui sdwiPet NP-Difficiles . Plus précisément, il s’agit
des problémes pour lesquels : 1) il existe un algorithme en temps d’exécotisromial permettant de
tester la validité d’une solution potentielle (propri&t®), 2) tous les problemes de la claddP se ra-
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Chapitre 1. Le probléme de satisfaction de contraintes CSP

meénent a ces problémes via une réduction polynomiale [Black, 1999]r{gr®pP-Difficile ). |l

s’agit donc d'un probléem&lP qui est au moins aussi difficile que tous les problémes appartenant a la
classeNP. Contrairement a un probléniNP-Complet , un probléemeNP-Difficile n'a pas besoin
d’étre dans\NPet peut correspondre a un probléme d’'optimisation comme expliqué darsitmsz2.3.

Une illustration des inclusions de ces différentes classes de complexit®pssée dans la figure 1.8.

NP

<D

NP-Complet NP-Difficile

FiG. 1.8 — Représentation des inclusions des claBsB$, NP-Difficile etNP-Complet dans la
conjectureP = NP.

La preuve deNP-Complétude d’un probléme se fait généralement en prouvant qu’il existe une
réduction polynomiale d'un probléme déja proiNi-Complet vers ce probléme. La premiére preuve
deNP-Complétude a été démontrée par le théoréme de Cook [Cook, 1971] pour le problénae de s
tisfaisabilité propositionnellSAT (pour probléme de SATisfaisabilité booléeheédepuis, bon nombre
de problémes ont pu étre prouMdBP-Complets par réduction polynomiale de ce probléme. C'est le
cas notamment pour le probleme de satisfaction de contraintes.

Un solveur générique : AbsCon

Dans le cadre de la programmation par contraintes, la modélisation et la résautioCSP sont
deux étapes distinctes. Nous utilisons un programme appelé solveur dairt@stipour résoudre un
réseau de contraintes. Les solveurs sont des programmes qui traiseriisgaux de contraintes et qui
prouvent soit la satisfaisabilité d’un réseau en retournant au moinlui®e, soit son insatisfaisabilité.
On trouve trois catégories d’utilisateurs des CSP : ceux qui modélisenolelemes (vision du solveur
comme une boite noire), ceux qui programment les solveurs chargésodelré ces problémes et ceux
qui réalisent les deux. Cependant, dans une recherche d’efficeestdlifférentes catégories d'utilisa-
teurs doivent avoir une vision globale de la programmation par contraifiesffet, méme si les étapes
de modélisation et de résolution sont relativement indépendantes, la mdmigradéliser un probléme
a un impact sur I'efficacité de sa résolution, tout comme la fagon de prognaumsslveur peut avoir
des conséquences sur I'efficacité pour des problémes bien particlligiste ainsi des solveurs dédiés,
développés pour la résolution efficace de probléemes spécifiquess sbbeurs génériques qui vont
étre capables de traiter tout type de probléme dans une efficacité relativeonecte par rapport aux
solveurs spécifiques dédiés. Différents solveurs existent : desuselpeopriétaires comm@omet? et
ILOGS, et des solveurs libres comni&hoco?, Gecode® et Minion®. Dans le cadre des contributions
présentées dans ce manuscrit, c’'est le solvBuCon’ qui a été utilisé. Il s’agit d’une plateforme gé-
nérique de satisfaction de contraintes développée en Java. Le formatddisation pour les problemes
traitables paribsCon estle XCSP [Roussel et Lecoutre, 2009]. La platefodheCon permet de traiter
des problémes des cadres CSP et WCSP en offrant des possibilitébelehe compléte et de recherche

2Comet technical papers website : http ://dynadec.com/resources/techateal-papers/
3ILOG Solver website : www.ilog.com

4Choco constraint programming system website : http ://choco.sougesfi@t

SGeneric constraint development environment website : http ://www. geoay

5Minion Open Source software website : http ://minion.sourceforge.net/

"AbsCon website : http ://www.cril.univ-artois.fr/ lecoutre/software.html|
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1.2. Inférence

locale ainsi que la mise en ceuvre des différentes techniques d'inférkarges dans les sections 1.2 et
2.3 de la partie I. A noter que la plateformiésCon permet également de travailler sur des problémes
des cadres Max-CSP et COP (non présentés dans ce manuscrit).

Généralement, les solveurs de contraintes résolvent des CSP en altes@hases d'inférence et
de recherche. Nous présentons les spécificités de ces phasesdaims<isections suivantes.

1.2 Inférence

Dans le cadre de la programmation par contraintes, toutes les combinaigoeisveat pas étre tes-
tées jusqu'a trouver une solution (ou absence de solution) sans entragexplosion combinatoire.
L'inférence consiste a faire des déductions qui vont permettre de simpdifi€seau de contraintes a ré-
soudre, I'objectif étant d’éviter de parcourir des zones inutiles ded@spe recherche. Ces déductions
vont en effet permettre I'identification et la suppression de valeurs neapb participer a aucune solu-
tion pour le réseau. Certaines instanciations globalement incohérentesngmpouvoir étre identifiées
et évitées. Par exemple, considérons l'instanciafion, gc),(x1, n),(x2, gi),(z3, 9f),(x4, gc),(z5, i) }
illustrée dans la figure 1.3 dans le cadre du probléme de coloriage deseatierf 1.1.2). L'inférence va
alors consister & supprimer, ou filtrer, pour chaque variable certa@tesrs de son domaine ne permet-
tant pas d'étendre cette instanciation a une instanciation localement dehé&eur rappel, nous avons
dom(z¢) = dom(z7) = dom(xg) = {n, gf, gi, gc} dans le réseau aprés l'instanciation. Les déductions
qui peuvent étre ainsi faites en considérant cette instanciation partietleeppésentées dans la figure

1.9.

= SINON Cyyzy €St Violée
= x6 # gf sinon ¢,,,, est violée
-

g # gc sinon ¢, ., est violée

SINON Cyyrg, Cosar € Cogag

&
I
]
¢

sont violées

FiG. 1.9 — Déductions faites via un mécanisme d'inférence simple.

Suite & cette instanciation partielle et au processus d’inférence, nouobtainsi un réseau sim-
plifié dans lequetom(zg) = {n,gc}, dom(z7) = {n,gf, gc} etdom(xzs) = {n,gf}. A noter que
les déductions faites sur la variabig (réduction de son domaine{&, gc}) nous permettent notam-
ment d’éviter I'instanciation globalement incohérente illustrée par la figuredt.ka valeur: n'est plus
présente dandom(z¢) suite a I'inférence. Nous verrons méme qu'il est possible de pouesléwrai-
sonnement et de propager des déductions par un mécanisme appelgation de contrainte$1éme si
dans le pire des cas le probleme CSP n’est pas solvable en temps polyrsehoiald conjecture actuelle
P - NP), la majorité des algorithmes d’inférence s’exécutent en temps polynomidgieimce est donc
centrale dans le cadre de la programmation par contraintes et permet &d&desolution d’'un grand
nombre d’instances du probléme CSP. En pratique, on cherche a étabjirapriété particuliére sur le
CN appeléaohérenceCette propriété peut étre établie sur le réseau initial uniguement (prévteaite
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ou/et maintenue lors du processus de résolution.

1.2.1 Notion de cohérence dans un réseau de contraintes

Définition 25 (k-cohérence) Soit P un réseau de contraintes &tun entier tel quel < &k < n =
lvars(P)|. Le réseauP estk-cohérent [Freuder, 1978] si et seulement si pour tout ensedibdie & — 1
variables, une instanciatioh sur X qui est localement cohérente siirpeut étre étendue, considérant
une variabley € vars(P) \ X et une valeun € dom(y), en une instanciation localement cohérente
telle quel’ = I U {(y,a)}. Sinon, il est-incohérent.

Afin de définir la cohérence globale, introduisons a présent la définiedrodhérence forte.

Définition 26 (k-cohérence forte) Un réseau de contrainteB estk-cohérent fort, aved < k < n et
n le nombre de variables du réseau, si et seulemeRtesti-cohérent pour tout < i < k.

Définition 27 (Cohérence globale)Un réseau de contraintes est globalement cohérent si et seulement
si il estn-cohérent forty, étant le nombre total de variables du réseau. Un réseau de contrailuiea-g
lement cohérent est satisfaisable.

Pour établir lak-cohérence, un algorithme d’'inférence va modifier le réseau initial. Qe plars de
filtrage park-cohérence [Freuder, 1978]. Le réseau obtenu corresporégdajément a un réseau équi-
valent plus explicite (ou simplifié). Nous noteronda cohérence cible eb(P) le réseau obtenu en
établissant sur P. Si la cohérence est vérifiée suP, on dit queP vérifie ¢.

Afin d'illustrer ces notions de cohérence et leur maintien, nous allonsapsemier temps nous
intéresser plus particulierement alacohérence dans le cadre de réseaux binaires (normalisés). Ap-
pelée aussi arc-cohérence, il s’agit d’'une cohérence fondalmemtgprogrammation par contraintes.
Nous verrons également que de nombreuses tentatives d'optimisatio@tpblir I'arc-cohérence ont
été proposées depuis un bon nombre d’années a travers des algopthmes moins efficaces. Dans
un deuxiéme temps, nous nous intéresserons dans la section 1.2.3 aliérerce généralisée dans le
cadre de réseaux n-aires (normalisés).

1.2.2 Arc-cohérence et algorithmes

D’aprés la notion générale decohérence, I2-cohérence ou arc-cohérence correspond a la pro-
priété que toute instanciation localement cohérente d’une variable pesétdidhie en une instanciation
localement cohérente de deux variables dans un réseau binaire. Edigfiast pour les valeurs, puis
étendue aux contraintes et aux réseaux de contraintes.

Définition 28 (Valeur arc-cohérente) Soitc une contrainte binaire telle quesp(c) = {z, y}. Une va-
leur a € dom(x) est arc-cohérente danssi et seulement si il existe au moins une vale@w dom(y)

telle que(a,b) € rel(c). La valeurb est appelée support de pour la contraintec. De plus, par la
propriété de bi-directionnalité [Bessiert al, 1999], a est réciproquement un support depour la
contraintec.

Définition 29 (Contrainte arc-cohérente) Une contraintec est arc-cohérente si toutes les valeurs pré-
sentes dans le domaine des variableg dent arc-cohérentes dams

Définition 30 (Réseau arc-cohérent)un réseau est arc-cohérent si et seulement si toutes les contraintes
de ce réseau sont arc-cohérentes.
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Considérons un exemple de résdaueprésenté par son graphe de compatibilité a la figure 1.10.
Ce réseau se compose de trois variableg et z avecdom(xz) = dom(y) = dom(z) = {a,b,c}.
Trois contraintes binaires définies en extension portent sur ces variable : {(a,b), (a,c), (b,c)},
oyt {(b,a),(c,a),(c,b)}, cy> = {(a,c),(b,b),(c,a)}. Le réseau” n'est pas arc-cohérent car certaines
valeurs appartenant aux domainesiglg et z ne sont pas arc-cohérentes. Par exemple, la valéans
dom(z) n'a pas de support parmi les valeurs déns:(z) pour la contrainte:,,. Méme constat pour
la valeura dansdom(z) pour la contrainte:,,. Cela implique que les contraintes. et c,, ne sont
pas arc-cohérentes (au contrairecgg). Afin d’établir I'arc-cohérence suP, nous allons effectuer un
filtrage par arc-cohérence. Il faut d’abord établir I'arc-cohéegpour les contraintes,, etc,..

FiGc. 1.10 — Un résea® non arc-cohérent.

Pour cela, les valeurgr, ¢) et (z,a), qui nont pas de support pout,., sont supprimées (figure
1.11). La suppression de ces valeurs entraine également la pertaigportsdans:,,, pour les valeurs
(y,a) et(y,b) et dansc,. pour (y,c), ce qui est représenté par des traits en pointillés dans la figure.
Etablir 'arc-cohérence d’une contrainte peut avoir des réperaussiar les autres contraintes du réseau.
Dans notre exemple, la contraintg, qui était a I'origine arc-cohérente ne I'est plus car la valgur)

n’'a plus aucun support pouy.. Ce phénoméne correspond au processus de propagation de ¢esirain
Cette valeur n'ayant plus de support, contrainte redevient alors mecoagrente. Le résedt obtenu
(figure 1.12) n’est toujours pas arc-cohérent.

Fic. 1.11 — On traite la contrainte... FiG. 1.12 — Un réseau non arc-cohérent.
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Dans un second temps, I'arc-cohérence des contraipjest c,. doit étre établie. Les valeu(s, a),
(y,b) et(y, c) sont supprimées, ce qui a pour but de faire perdre des supponsleuxs(z, b) et(z, c)
(figure 1.13). La valeutz, b) n'ayant plus de support pous,., I'arc-cohérence de,, est établie en
supprimant(z, b). Le réseau résultant(P) illustré par la figure 1.14, aveg étant I'arc-cohérence, est
arc-cohérent : en effet, les contraintgs, c,, etc,. sont toutes arc-cohérentes.

a b b
x x
GQ >
Y z
a
c
FiG. 1.13 — On traite les contrainteg, etc,.. FiG. 1.14 —¢(P) est un réseau arc-cohérent.

Nous avons vu que des contraintes a l'origine arc-cohérentes patidaieenir non arc-cohérentes
lors du filtrage par arc-cohérence. Les contraintes peuvent aissepd'un état a I'autre durant tout le
processus de filtrage. Le processus de filtrage s’exécute tant qupiha atteint un point fixe, c’est a dire
gue l'arc-cohérence est établie pour toutes les contraintes du résgaant le cas ou un domaine vide
apparait. Il est important de noter que ce processus de filtrage dlstectrpar la propriété de stabilité
par union [Bessiere, 2006]. Le réseau obtenu est arc-cohéreatrespond au plus grand sous-réseau
équivalent au réseau d’origine : il est unique et représente la ferengdn arc-cohérence.

Bon nombre d’algorithmes ont été proposés dans le but d’établir de &ffjoace I'arc-cohérence
dans un réseau. La plupart d’entre eux se composent d’'un algorithprepagation incorporant une pro-
cédure de révision. lls sont regroupés en deux familles : les algorithomeae AC3 [Mackworth, 1977],
AC2001/3.1 [Bessiéret al.,, 2005], AC3; [van Dongen, 2002], AC3.2/3.3 [Lecoute¢ al, 2003], AC3™
[Lecoutre et Hemery, 2007], dits a gros grain, et les algorithmes commé¢M@i# et Henderson, 1986],
AC6 [Bessiere, 1994], AC7 [Bessiéet al,, 1999], dits a grain fin. La distinction entre approche a grain
fin ou gros grain se fait a travers la nature et le niveau des donné&gescet traitées lors de la propaga-
tion : tripletscontrainte-variable-valeupour le grain fin, couplesontrainte-variablgour le gros grain.
Les procédures de révision des algorithmes a grain fin sont plus fiapp@tent certaines optimisations.
Cependant, les structures qu’elles nécessitent sont souvent a@xiegusspace et requiérent une implé-
mentation relativement complexe. Nous présentons plus en détail ici lesttaiges AC3, AC2001/3.1
et AC3™.

L'algorithme de propagatiodoAC (algorithme 1) est commun pour AC3, AC2001/3.1 et AC3
I'algorithmereviser(appelé a lalignd de I'algorithme 1) étant quant a lui spécifique a chaque approche.
L'algorithmedoACprend en entrée un réseau de contraiftes (X, C) et retourne un booléen : vrai sila
fermeture deP par arc-cohérence permet d’'identifier une incohérence globalariipp d’'un domaine
vide), faux sinon. Il parcourt un ensemiglecontenant, pour chaque contrainte € et chaque variable
z € X, un couple ¢, x) appelé aussi arfc, x). Tous les arcgc, z) présents dan§ sont révisés via
l'algorithmereviser: les valeurs appartenantlam (z) n'ayant pas de support poasont supprimées de
dom(x). Sila révision est effective (au moins une valeur supprimée), alorofidthgnereviserretourne
vrai. Si tel est le cas et qu’en plus le domaine de la varialgst vide, cela veut dire qu’une incohérence
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Algorithm 1: doAC (P = (X, C) : CN) : Booléen

1 Q={(c,z) | ce CAx € sep(c)}
2 tant que Q # () faire
Choisir et éliminer(c, z) de @
sirevisel(c, z) alors
sidom(x) = () alors Retourner faux
L Q—QU{(dy)|deCnaesep(d)Ny€sep(d)Ny#xNd #c}

7 Retourner vrai

o g b~ W

globale est détectée (faux est retourné). Si ce n’est pas le caspaloret a jout). Toutes les contraintes
impliquant la variabler dans leur portée doivent étre révisées : les arcs correspondahésrs ajoutés

dansq@.

Algorithme AC3 [Mackworth, 1977]

L'algorithme AC3 propose la technique de révisiawiser-3(algorithme 2) qui est la plus simple.
Considérant un arg:, ), on vérifie que chaque valeur appartenatit@ () posséde un support dans la
contraintec. Dans le cas contraire, la valeur est supprimééoghe(z). Si au moins une valeur appartenant
adom(x) est supprimée, alorsrai est retourné (casuppression = vrai) : la révision est effective,
c’est a dire que le domaine dea perdu au moins une valeur.

Algorithm 2: reviser-3¢ : contrainte aveecp(c) = {x, y}, = : variable) : Booléen
1 suppressior— faux

2 pour chaquea € dom/(x) faire
3 | sidbe dom(y)tel que(a,b) € rel(c) alors

4 L dom(x) «— dom(z) \ {a}

5 suppression = vrai

6 Retourner suppression

Dans le cadre d’'un réseau binaire, I'algorithme de cohérence d’aBcaie complexité en temps
deO(ed?), ote correspond au nombre de contraintes dBret d la taille maximale parmi les domaines
des variables. Il n’est pas optimal en temps comme nous allons le voir daasalgrgphe suivant avec
I'algorithme AC2001/3.1.

Algorithme AC2001/3.1 [Bessiére et Régin, 2001, Zhang et Yap, 2QMessiérest al., 2005]

Une explication de la non-optimalité de AC3 est la recherche systématiqu@plersupour toutes
les valeurs appartenantiam (z) dansc pour un ardc, z), et cela en recommengant au début du domaine
a chaque fois. Nous savons qu’une contrainte peut étre réviséeyphfsies pour établir I'arc-cohérence.
Lors de chaque nouvelle révision, il suffit de repartir du derniersupmuvé. C’est a partir de ce constat
gu'a été proposé l'algorithme AC2001/3.1.

Soit I'arc (¢, z) avecsep(c) = {x,y}. Lidée est de chercher pour chaque valétra) un support
dansdom(y) pour ¢ uniguement lors de la premiére révision @ex), puis de le stocker dans une
structurelast|c, x, a] : le support dgx, a) dans le domaine dg pourc. Lors de la révision suivante,
avant de chercher un support pour la valeura), on teste si le dernier support trouvé est encore valide,
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Algorithm 3: reviser-2001(c : contrainte aveecp(c) = {x,y}, = : variable) : Booléen

1 suppressior— faux

2 pour chaquea € dom(x) faire

3 Silast[c,z,a] ¢ dom(y) alors

4 sifb € dom(y) | b > last[c,z,a] A (a,b) € rel(c) alors
5 dom(zx) < dom(x) \ {a}

6 L suppression = vrai

sinon

8 L last[c,z,a] — b

~

9 Retourner suppression

c’est a dire siast[c, z,a] € dom(y). Si ce support est toujours valide, on passe a la valeur suivante de
x, sinon on cherche a partir dest|c, =, a] dansdom(y), appelé point de reprise, un nouveau support
pour(zx,a) (de par la propriété d’uni-directionnalité [Bessieteal,, 1999] selon laquelle la recherche de
supports est effectuée dans une seule direction). Tout nouveparsest stocké. S'il existe au moins
une valeur appartenantd@m(z) pour laquelle aucun support n'a été trouvea: est retourné : la
révision est effective. Dans le cadre d’'un réseau binaire, I'algorittheneohérence d’arc AC2001/3.1 a
une complexité en tem3(ed?) et une complexité en espaCéed). Il est optimal en temps{(ed?) au

lieu deO(ed?) pour AC3) mais nécessite une structure supplémentaire

Algorithme AC 3"™ [Lecoutre et Hemery, 2007]

Algorithm 4: reviser-3"™ (c : contrainte aveecp(c) = {x,y}, x : variable) : Booléen

1 suppressior— faux
2 pour chaquea € dom/(x) faire
3 Si supplc, z,a] ¢ dom(y) alors
4 si #b € dom(y) tel que(a,b) € rel(c) alors
5 dom(zx) < dom(x) \ {a}
6 suppression = vrai
7 sinon
8 supple, x,a] «—b;
supple,y,b] — a;

10 Retourner suppression

Pour améliorer AC2001/3.1 en pratique, I'algorithme3AC (rm pour résidus multi-directionnels)
exploite partiellement la bi-directionnalité des contraintes (multi-directionnalité lgacas non binaire)
déja introduite dans AC3.2 : si une valeuf, b) est un support de la vale, a) pour une contrainte
czy, @lors lavaleugz, a) est réciproquement un support de la valguib) pourc,,. Les supports stockes
sont appelés supports résiduels ou plus simplement résidus. Lidégedstrsgue un support= (a, b)
est trouvé pour une valedr:, a) dans la contrainte telle quescp(c) = {x,y}, il va étre également
enregistré pour les autres valeurs appartenarnt @, b) va étre ainsi enregistré comme résidu(dea)
et(z,a) comme résidu déy, b). Comme dans AC2001, une structure additionnelle est nécessajig :

22



1.2. Inférence

permet de stocker pour chaque valeur le dernier résidu bi-directiommeié. Lors de chaque révision
d’arc, comme dans AC2001, la validité du résidu est testée, et dans leidha’est plus valide, un
nouveau tuple support doit étre trouvé. Dans le cadre de la bi-direatithhdes contraintes, la propriété
d’'uni-directionnalité ne peut pas étre exploitée. C'est a dire que laracguipport est devenu invalide,
nous n’avons pas de point reprise et on doit rechercher un nowggoort a partir de zéro (début du
domaine). En effet, avec la bi-directionnalité nous n’avons aucune dertijue le dernier support trouvé
corresponde au dernier plus petit support trouvé. Dans le cadrerdaeau binaire, I'algorithme de
cohérence d’arc A€™ a une complexité en temjg¥(ed?) et une complexité en espaCéed).

Pour résumer, nous avons donc présenté trois algorithmes a gros graialgorithme non opti-
mal AC3, puis un algorithme optimal qui est AC2001/3.1, et enfin I'algorithm@&"AC L'algorithme
AC3"™™ n'est pas optimal en théorie. Cependant il est mieux adapté et doncffibase en pratique,
notamment pour des réseaux comportant des contraintes dont la dureti®lesou forte (c’est a dire
acceptant beaucoup ou peu de supports) [Lecoutre et Hemery, R@3T tout a fait compétitif vis a vis
de AC2001/3.1. Comme nous le verrons dans la section 1.3.5, consacné&sallgion, les algorithmes
établissant I'arc-cohérence (et la cohérence en général) pettventtilisés en pré-traitement et/ou en
cours de la recherche. Dans ce cadre, maintenir la cohérence d'ardeade I'algorithme AG™ a
chaque étape d'une recherche s’avére notamment étre plus effide gnaintenir la cohérence d'arc
AC2001/3.1.

1.2.3 Arc-cohérence généralisée et algorithmes

La notion d’arc-cohérence s’applique également aux réseaux naindsn on parle d’arc-cohérence
généralisée (notée GAC pour Generalized Arc Consistency) ou d’aypeohérence [Krzysztof, 2003].

Définition 31 (Réseau arc-cohérent généralisé¥oit ¢ une contrainte d'aritér > 2 et une variable

x € scp(c). Une valeur(z, a) est arc-cohérente généralisée dansi et seulement si il existe un tuple
T € rel(c) tel quer soit valide etr[z] = a. La contraintec est arc-cohérente généralisée si et seulement
si toute valeur(x, a) est arc-cohérente généralisée, avec scp(c) eta € dom(x). Un réseau est
arc-cohérent généralisé si et seulement si toutes ses contraimtearsecohérentes généralisées.

Dans le cadre de ce manuscrit, nous représenterons les contraintes deagrande arité par des
contraintes tables. Pour rappel, ces contraintes sont définies eniextpas une table positive (resp.
négative) contenant la liste des tuples autorisés (resp. interdits) pantfaiote. Pour établir GAC via
ces algorithmes sur ces contraintes tables, il existe plusieurs techniquesshdeche de supports pour
une valeur. Nous distinguons deux types d’approches : les techrilassgues traitant la liste originale
des tuples autorisés valides et invalides pour une contrainte, puis de&jtehoptimisées traitant uni-
quement la liste des tuples autorisés valides via I'utilisation de structures adéitas) A noter que ces
différentes techniques peuvent étre utilisées en pré-traitement ou/@tiaude la recherche.

Algorithmes classiques

Parmi les algorithmes classiques, une premiére approche appeléde@pét&AC-validconsiste a
itérer les tuples valides pour une contrainte jusqu’a ce qu’un tuple soiistit®e maniere réciproque,
une deuxiéme approche appelée générale@a-allowedconsiste cette fois-ci a parcourir la liste des
tuples autorisés jusqu’a ce qu’un tuple soit valide. Malheureusemengyrarla liste des tuples valides
ou autorisés peut s'avérer colteux et trés pénalisant, le nombre dg papieant augmenter de fagon
exponentielle avec 'arité de la contrainte. Pour pallier cet inconvénieatraisieme approche proposée
consiste a alterner parcours des tuples valides et parcours des tutplésés (méthode appelée naturel-
lementGAC-valid+allowed. Le principe est de chercher le premier tuple valide contenant cettervaleu
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et de chercher parmi la liste des tuples autorisés supérieurs ou égaipecen tuple autorisé. Si un tel
tuple existe, alors un support a été trouveé. L'intérét de cette appretba@ement de réaliser des sauts
dans les listes de tuples et ainsi éviter de considérer bon nombre de tiggestie et Szymanek, 2006].

Les algorithmes AC3, AC2001 et AC3 abordés dans la section précédente ont été présentés dans le
cadre de contraintes binaires. lls sont généralisables pour desigtagnaaires et sont appelés GAC3,
GAC2001 et GAC3™. Concernant les techniqu&sAC-valid GAC-allowedet GAC-valid+allowed
elles peuvent étre exploitées au niveau des algorithmes de révision 2, 3 et

Réduction tabulaire simple STR [Ullmann, 2007] et STR2 [Lecoutre, Q09, Lecoutre, 2011]

L'un des algorithmes de filtrage les plus efficaces pour établir 'arcreoloé généralisée sur des
contraintes tables positives non binaires est appelé technique de radatiitaire simple (STR pour
Simple Tabular Reduction) [Ullmann, 2007]. A la différence des app®ch@ssiques présentées ci-
dessus, le principe de STR est de maintenir dynamiquement la liste des tupléséaiet valides pour
une contrainte et permettre ainsi de trouver plus rapidement un sugportpe valeur. L'une des par-
ticularités de STR est qu'il permet, au dela de maintenir les tuples autoriséssvdlidant I'avancée de
la recherche, de récupérer efficacement la liste des tuples autotisés Vars d'un retour en arriére (la
notion générale de retour en arriere dans un arbre de recherchigoedée dans la section 1.3.4). Pour
cette raison, nous présenterons 'algorithme STR maintenant GAC dawmsitaxie de recherche.

Soit une contrainte tabledéfinie par la tableable|c]. L'algorithme STR utilise les quatre structures
additionnelles suivantes :

— Un tableawosition|c] de taillet = table|c].length qui fournit un accés indirect aux tuples appar-
tenant &able[c|. Les valeurs dangosition|c|] représentent une permutation g 1, ...,¢ — 1}.
Le i®*M€tuple valide (et autorisé) damsest accessible pauble|c|[position]c][i]].

— Une valeurcurrent Limit[c] qui correspond & la position du dernier tuple valide dabse]c].
La table courante deest composée d’exactementrrent Limit|c] + 1 tuples. Les valeurs dans
position[c] aux indices d® acurrent Limit|c] sont les positions des tuples courants:de

— Un tableaulevel Limits[c] de taillen + 1 (n étant le nombre de variables dans le réseau) ou
level Limits|c|[l] correspond & la position du premier tuple invalide daibée[c] supprimé quand
la recherche était au levé| le level correspondant au nombre de variables assignées durant la
recherche. Autrement ditevel Limits[c][l] est une sauvegarde de la valeurrent Limit|c] au
level I dans le cas ou au moins un tuple est supprimé au lew&honlevel Limits|c|[l] = —1.
Exploité pour les retours en arriéfiepel Limits|c] est indicé de an, le level0 correspondant
aux tuples supprimés lors d’une éventuelle phase de pré-traitement. lessgupprimés au level
[ sont accessibles via les valeurs dansition|c] aux indices allant deurrentLimit[c] + 1 &
level Limits[c][l].

— Un tableawaleursGAC de taille égale a I'arité de et contenant pour chaque variable apparte-
nant ascp(c) les valeurs prouvées comme étant GAC-cohérentes.

Pour résumer, le principe de STR est de découper une table en dessgrsmmbles tels qu’'aprés
chaque étape de la recherche, chaque tuple appartient a un et ute smd sous-ensembles. L'un de
ces sous-ensembles correspond a la table courante et regroupesttwsde courants, c’est a dire les
tuples autorisés et valides pour une contrainte (autrement dit les syp@mtsmencgons par présenter
l'algorithme doGAC!" (algorithme 5).

Contrairement aux approches présentées précédemment, I'algorithrA€tfo@lgorithme 5) main-
tient globalement GAC sur chacune des contraintes du réseau ethleffgas de révisions successives
d’arcscontrainte-variable Il est appliqué au réseau dés qu’une décision (positive ou négativesec-
tion 1.3.3) a été prise sur une variahlegpassée en paramétre. Une queue de propag@tioantient
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Algorithm 5: doGAC*" (P = (X, €) : CN, z : variable) : Booléen
Q= {z}
tant que @ # () faire
Choisir et éliminerr de @
pour chaquecontraintec € C | = € scp(c) faire
Xreduits < STR(P7 C)
pour chaquevariablex € X, 4.5 faire
L sidom(z) = () alors Retourner faux

0w N o g~ W N B

Q@ — QU {x}

Retourner vrai

©

initialement la variable: et contiendra les variables dont le domaine a été modifié durant I'établissemen
de GAC. Tant que la queue de propagation n’est pas vide, une vagialglst extraite et STR est appli-
gué (algorithme 6) a chaque contrainte contenant cette variable dangé&a pnsembleX,..q,i:s de
variables dont le domaine a été réduit durant I'application de STR suramiemte est retourné : si au
moins I'une de ces variables a un domaine vide alors le réseau est pr@u@AC-cohérent (faux est
retourné), sinon chacune de ces variables est ajoutée dans la quptapdgation. Si aucun domaine
n'est vide aprés I'établissement de GAC, alors le réseau est GAGerth{@rai est retourné).

Aprés avoir initialisé la structurealeursG AC a vide pour toutes les variables non assignées de la
portée, I'algorithme STR (algorithme 6) parcourt les tuples aux indices at®t current Limit|c]
dansposition[c]. Si le tuple est valide (vérifié par I'algorithme 7), alors pour chaque bkria on
ajoute dangaleursGAC|[z] (si elles ne s’y trouvent pas déja) les valeurs respectives dans legpupnle
lesquelles un support vient d’étre trouvé et qui sont donc GAC+eoités. Si par contre le tuple est
invalide, alors il est supprimé de la table courante via un appel a l'algorithave@comme paramétre
la position du tuple et le level courant, c’est a dire le nombre de variabjasadéignées. Si c’est le
premier tuple supprimé durant ce level, alewsel Limits[c|] est mis & jour aveeurrentLimit|c]. Un
tuple est supprimé en inversant sa position demstion|[c] avec le dernier tuple courant pointé par
current Limit[c] (swap & la ligne 3), et en décrémentant ensuite la valeutgteent Limit[c|. Une fois
les tuples courants parcourus, on veérifie pour chaque variable s§testealeurs de son domaine sont
GAC-cohérentes (autant de valeurs dans le domaine quevdéns-sG AC). Si au moins une valeur
n'est pas GAC-cohérente, le domaine de la variable est mis a jour poiendomniquement les valeurs
GAC-cohérentes. De plus, si le domaine est vide, le réseau n'estA@sc@hérent et c’est un échec
(FAILURE est retourné), sinon la variable est ajoutée dans I'enseiihlg,;:s contenant les variables
pour lesquelles le domaine a été réduit.

L'algorithme 9 est appelé lors d’'un retour en arriére pour restauréupdss supprimés dans un level
précédent. Cette restauration de tuples se fait en manipulant la strisatelrBimits[c] au niveau de ce
level. Si des tuples ont étés supprimés lors de ce level, alors on met a jour ladesitaples courants
currentLimit[c] afin qu’elle pointe vers le premier tuple supprimé lors de ce level qui eésterété par
level Limits[c], puis on réinitialisdevel Limits|c] a -1.

Il est a noter que les décisions négatives ne sont pas considéréds petour en arriére. En effet,
nous considérons la stratégie de recherche qui consiste pour clzaigide a d’abord affecter une valeur,
puis ensuite la réfuter (branchement binaire, voir section 1.3.3). Unedsideux décisions prises, on a
tout exploré pour cette variable. Si un échec apparait, le retour ereadtné étre alors effectué sur une
assignation de variable antérieure (décision positive). C'est notammmaigda pour laquelle la taille de
level Limits|c| est égale au nombre de variables (pour une variable, une affectatiatede a la fois).
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Algorithm 6: STR(P = (X, C) : CN, c: contrainte) : ensemble de variables

1 pour chaquevariablex € scp(c) | « ¢ assigned(P) faire
2 L valeursGAC[x] — ()

31+ 0

4 tant que i < currentLimit[c] faire

5 index «— position|c|[i]

6 T « table|c|[index]

7 si estUnTupleValide(c, ) alors

8 pour chaquevariablex € scp(c) | ¢ assigned(P) faire
9 si7[z] ¢ valeursGAC|z] alors

10 L L valeursGAC|x] « valeursGAC[z] U {7[z]}

11 t—i+1

12 | sinon

13 L supprimerTuple(c,i, |assigned(P)|)

14 Xyeduits < 0
15 pour chaquevariablex € scp(c) | x ¢ assigned(P) faire
16 si |valeursGAC|[z]| < |dom(x)| alors

17 dom(x) < valeursGAC|z]
18 Sidom(x) = () alors

19 | RetournefFAILURE

20 Xreduits — Xreduits U {x}

21 RetournerX,cquits

Algorithm 7: estUnTupleValided: contrainte;r : tuple) : Booléen

1 pour chaquevariablex € scp(c) faire
2 | sit[z] ¢ dom(x) alors Retourner faux

3 Retourner vrai

Algorithm 8: supprimerTupled: contrainte; : entier,p : entier)

1 silevel Limits|c|[p] = —1 alors
2 L level Limits|c|[p] < current Limit|c|

3 swap(position|c][i], position|c][current Limit[c]])
4 currentLimit|c] « currentLimit[c] — 1

Algorithm 9: restaurerTuples:( contraintep : entier)

=

Silevel Limits|[c|[p] # —1 alors
currentLimit[c] « level Limits|c][p]
level Limits[c|[p] « —1

w N
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La complexité en temps de STR (algorithme 6) pour une contraicoerespond & (r'd + rt’) avec
r’ le nombre de variables non assignées dap$c) ett’ la taille de la table courante de(lnombre de
tuples). On y retrouve les complexités respectiés’), O(rt') et O(r'd) des trois boucles qui consti-
tuent STR. La complexité spatiale pour cette méme contraiest deO(n + rt) avecn pour la taille de
la structurdevel Limits|c], rt pourtable[c], r pourvaleursGAC ett pourposition|c|.

Afin de bien comprendre comment fonctionne I'algorithme STR, nous allors@érer une contrainte
ternaire et I'évolution de ces différentes structures lorsque I'algorithfiReest appliqué a cette contrainte
au cours d’'une recherche.

Exemple 9 Soitc,,, une contrainte table positive ternaire avee(c,,.) = {z,y, 2} etdom™"(z) =
dom™(y) = dom™(z) = {a,b,c}. Elle est définie parel(cyy.) = {(a,b,a), (a,c,a), (a,c,b),
(a,c,c), (b,c,a),(b,c,c),(c,a,b)}. Lafigure 1.15 illustre la contrainte table,, . ainsi que les structures
STR a l'initialisation.

r vy =z
currentLimit 6 010 > nla |b |a
101 > Tnla |Cc |a
219 > nla |c |b
313 > T131aq |C |C
level Ltmits -1 14 = b |c|a
-1 519 > b |c |c
0(-1 616 > Tl C | a
position table

FiG. 1.15 - Les structures STR initialisées pour la contraipfe.

Avant le début de la recherche, tous les tuples autorisés«agnsont valides : la table courante,
représentée par la partie grisée dans le taljjeaition|[c,, .|, regroupe donc tous les tuples appartenant a
tablelc,y ). De ce fait, la position du dernier tuple courant stockée dansent Limit|c,,.] correspond
a la position du dernier tuple deble|c,,.]. Le tuple référenceé pasosition|c,,.][0] correspond au
premier tuple valide dans,, ., c'est a direry : (a,b,a). La recherche n’ayant pas encore commence,
aucun tuple n'a été supprimé et donc le tablkaul Limits est initialisé a1. Considérons maintenant
gue la phase de recherche débute par la décigienc : nhous sommes au leve| c’est a dire lors de
I'assignation de la premiére variable.

L'algorithme STR doit étre appliquéad,.. Le tableawosition|c,,.] €st parcouru et les tuples aux
différentes positions sont analysés. Le premier tuple consigé&da position) n’est plus valide : il est
alors échangé avec le dernier tuple courant, en I'occurrence lerigdpla positiorcurrent Limit[cyy.| =
6 etlevel Limits[cyy.|[1] est mis & jour (figure 1.16). De plus, le pointewrrent Limit|c,,.] est dé-
crémenté (figure 1.17). Ensuite, c’est le tupjequi est considéré (tout juste échangé, il arrive a présent
en téte deposition|c,y.]). Le tuplers n'est pas valide. Il est échangé lui aussi avec le dernier tuple va-
lide, en l'occurrence le tuples a la positioncurrent Limit|c,,.]. Les autres tuples dable[c,, .| sont
valides. Le résultat de STR appliqué a la contraifig apres la décisiop = c est illustré dans la figure
1.18. A noter que les tuples supprimés au cours du level 1 correspgandetuples aux positions allant
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currentLimit 6 016 \ currentLimit 5 0 6
1 ]_ \\ 1
1
\
2 (92 \l 519
|
313 : 513
level Limits -1 14 ll -1 414
16 5 15 // level Limits
y 116 515
01l-1 610 \
position 0]-1 6 O
position
Fic. 1.16 — Inversion dansposition des o )
tuples aux position® et 6 et mise a jour de Fic. 1.17 —currenthmzt est décrémenté. La
level Limits 6 pour le niveau. table courante ne contient plus gu&uples.
r Yy =z
currentLimait 4 0 5 To| A b a
1] nla |c |a
2|2 =laq |c | b
313 sla | c | c
2| = 4
level Limits 1 4 | b ¢ a
1 6 \5 6 75 b C
0|-1 26 | 0 wlc |a
position table

Fic. 1.18 — STR appliqué a la contraintg,. apres la décisiop = c.

decurrentLimit([cgy.] + 1 &level Limits[c,y.][1], & savoir les tuples des positiohs 6 (en pointillés
sur la figure).

Aprés une seconde assignation de variable (level 2), imaginons quatiafionz # o soit pro-
pagée &, depuis une autre contrainte du réseau. Selon le méme principe qu'au légsltuples
non valides sont échangés avec les tuples valides et la valetent Limit|c,,.] est décrémentée. De
plus, la valeur(z,b) n'a plus de support : en effet son seul suppert= (a,c,b) a été supprimé du-
rant 'exécution de l'algorithme STR. Le résultat de cette deuxieme exéaesiaiiustré dans la figure
1.19. Imaginons maintenant qu’un retour en arriére d'un level soit &aligartir du level. La struc-
ture level Limits[c,y.][2] permet de restaurer en temps constant les tuples qui avaient été supprimes
lors de ce level : en effet, si on revient en arriére sur la décisiontayaené la propagation de l'in-
formationz # a, ces tuples redeviennent valides : on affecte alorgraentLimit[c,,.| la position
stockée dan&wel Limits|cy.]|[2] pour englober & nouveau ces tuples dans la table courante et la valeur
level Limits|c,,y.][2] est remise al- L'état des structures STR apres un retour en arriere depuis le level
2 estillustré dans la figure 1.20. On peut remarquer a la fin que les tupless/akidsont pas ordonnés de
la méme fagon gu'ils ne I'étaient lors de I'initialisation. Ce n’est pas importans$ tlatechnique STR :
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x Yy z
currentLimit 1 \0 5 ola |b |a
114 nla |c |a
213 =la |c |b
32 sla |c |c
level Limits 4 —|>4 1 nulb e |a
116 \5 6 =lb |c|c
0]-1 6 [0 wlc |a |b
) -position table

FiG. 1.19 — STR appliqué a la contraintg,. apres la propagation de+# a depuis une autre contrainte.
La valeur(z, b) n"ayant plus de support, elle est supprimée du domaine de

ce qui est primordial, c’est réellement le partitionnement entre tuples valideples non valides.

x Yy =z
currentLimat 4 0 5 10| A b a
114 nla |c |a
213 nla |c |b
312 mla |c |c
level Limits 2 |- 4 1 T4 b |c |a
116 \5 6 =l b |c |c
0-1 6 | () | C | a
B .position table

FiG. 1.20 — Etat des structures STR pour la contraifte apres la restauration conséquente au retour
en arriere au level.

Une version optimisée de STR appelée STR2 [Lecoutre, 2009, Lec@Qirg] a été proposée. Deux

remarques pouvant étre faites sur STR sont a l'origine de cette noueetien :

— Il est inutile de chercher des supports pour les valeurs du domaine dariable si toutes les
valeurs du domaine ont déja étés prouvées GAC-cohérentes.

— Aprés I'exécution de STR sur une contrainte, tous les tuples restantdesotuples valides. Cela
veut dire que tant que le domaine d’'une variable n’est pas réduit, lestrgdeent valides par
rapport a cette variable et donc les tests de validité des valeurs pourargtaes n'est pas utile.

Pour éviter ces recherches de supports et ces tests de validité inutilgsrittene exploite trois

structures additionnelles :

— Un ensembl&*“? qui contient les variables non assignées dont le domaine contient au meins u
valeur pour laquelle aucun support n’a encore été trouvé.
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Chapitre 1. Le probléme de satisfaction de contraintes CSP

— Un ensembles?® qui contient les variables non assignées dont le domaine a été réduis tepu
dernier appel de STR2.
— Un tableaulastSize[c|[x] qui contient pour chaque variable la taille de son domaine aprés
chaque appel a STR2.

L'exploitation de ces structures pour optimiser STR (algorithme 6) peut ésereée dans STR2
(algorithme 10). La structur§v® est initialisée avec la derniére variable assigriéet@ssigned(P))
si elle appartient & la portée de la contrainte. En effet, cette variable ésdigest la seule) doit étre
contenue dansS** car son domaine a été réduit. La struct§fé? est quant a elle initialisée avec toutes
les variables non assignées de la portée de la contrainte. Le parceurgot#s courant est identique
a STR, cependant le test de validité d’'un tuple différe : en effet, I'algnetiil considére uniquement
les variables présentes dasig. Dés qu'il est vérifié que toutes les valeurs du domaine d’une variable
sont GAC-cohérentes, alors cette variable est supprimée®@e Pour finir, on ne s’'intéresse qu'a la
recherche d’un support pour les variables appartenantia

La complexité en temps de STR2 (algorithme 10) pour une contracderespond & (r'd + r"t")
avecr” le nombre de variables non assignées dapé&) pour lesquelles les tests de validité sont néces-
saires (taille de I'ensemblg’®) et la taille de la table courante de On y retrouve les complexités
respectiveD(r’), O(r"t’) (le test de la validité d’'un tuple dans STR2 correspor@(a’) au lieu de
O(r) pour STR) eD(r'd) des trois boucles qui constituent STR2. Tout comme pour STR, la complexité
spatiale pour cette méme contraintéans STR2 est d@(n + rt) : la complexitéO(n + rt) héritée des
structures STR, associée aux complexités spatiale3(depour les structurekstSize, S*P et SV
(S5 et Sv% devant étre partagées par toutes les contraintes).

1.3 Stratégies de recherche

A ce niveau du manuscrit, nous avons présenté les réseaux de destetinlifférentes techniques
d’inférence qui permettent de simplifier un réseau par un processdédietion : la propagation de
contraintes. Il arrive quelques fois que l'inférence appliquée erirpitement suffise pour prouver la
satisfaisabilité ou I'insatisfaisabilité d’un probléme (apparition d’'un domaine,\&tt.), mais cela reste
rare. Généralement, une phase de recherche est donc nécesganespudre un réseau de contraintes.
On distingue deux types de recherche : recherche compléte et reelmcompléte.

Parmi les méthodes de recherche incompléte, la recherche locale copsigiediune instanciation
compléete initiale et de passer de maniére itérative a des instanciations qavatrées meilleures que
les précédentes (c’est a dire satisfaisant plus de contraintes). @rdpgparcours du voisinage d’'une
instanciation, chaque instanciation voisine étant obtenue par une traasifor plus ou moins légére de
I'instanciation courante. La transformation utilisée ainsi que le nombre diésasont paramétrables
et trés souvent ces critéres sont spécifiques aux problemes et empéaitéveloppement d’algorithmes
de recherche locale génériques efficaces. De plus, les rechtchles peuvent amener a damimaux
locaux(instanciations évaluées comme les meilleures parmi celles dans le voisinag®nsl faut
alors accepter de re-définir ce voisinage et changdéoaddité pour tenter d’'atteindre des instanciations
encore meilleures (si elles existent). Enfin, on parle de recherche ih&tengar rien ne garantit de
trouver une solution et le fait de trouver une solution permet de prowmetegréseau est satisfaisable,
mais ne pas trouver de solution ne prouve pas l'inverse. Nous ne détasless plus dans la section CSP
les approches incomplétes qui sont hors du contexte de nos contribgtpesidant nous y reviendrons
plus en détail dans le contexte d’optimisation des CSP pondérés (sectidhet25).

Dans le cadre des CSP, une recherche compléte de type arborestantelée généralement par
un schéma de branchement consistant a traverser I'espace dechegheest a dire le produit carté-
sien des domaines des variables du réseau, en assignant les varimblessaprés les autres jusqu’a
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1.3. Stratégies de recherche

Algorithm 10: STR2(P = (X, C) : CN, c: contrainte) : ensemble de variables

1 .8%P — ()

2 Sval — 0

3 silastAssigned(P) € scp(c) alors

L Sval « sval U {last Assigned(P)}

N

5 pour chaquevariablex € scp(c) | x ¢ assigned(P) faire
6 | valeursGAC[z] — ()

7 SsUP — Ssup {z}

8 Si |dom(x)| # lastSize|c|[x] alors

9 L Sval - Sval U {:E}

10 lastSize[c][z] < |dom(z)|

114+ 0

12 tant que ¢ < currentLimit|c] faire

13 | index «— position[c|[i]

14 T «— tablec][index]

15 si estUnTupleValide(c, S*™, ) alors

16 pour chaquevariablex € S*'P faire

17 Si7[x] ¢ valeursGAC|z] alors

18 valeursGAC|x] < valeursGAC[z] U {7[z]}
19 Si [valeursGAC|z]| = |dom(x)| alors
20 L SEUP — SSUP\ {z}

21 1 1+1

22 sinon

23 L supprimerTuple(c, i, |assigned(P)|)

24 Xy eduits < 0

25 pour chaquevariablex € S*"P faire
26 | dom(z) «— valeursGAC|x]

27 | sidom(z) = () alors

28 | RetournefFAILURE

29 Xreduits < Xreduits U {l‘}
30 | lastSize[c|[z] « |dom(x)]

31 RetournerX,.quits

Algorithm 11: estUnTupleValided: contrainte, 5% : ensemble de variables,: tuple) : Booléen

1 pour chaquevariablez € S* faire
2 | sit[z] ¢ dom(z) alors Retourner faux

3 Retourner vrai
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Chapitre 1. Le probléme de satisfaction de contraintes CSP

I'obtention d’'une solution ou jusqu’a ce que I'espace de recherchéosaiément parcouru. Nous com-
mencerons dans un premier temps par présenter une approche basigive ele recherche compléte
non optimisée appelé@énérer et TestelEnsuite, nous présenterons le modele BPBAafchement
Propagation Retour-arrieére Apprentissggaur lequel sont basés les algorithmes de recherche compléte
les plus efficaces. Par une utilisation combinée de ses quatre composantjé&le propose de mettre
en ceuvre des techniques pour parcourir efficacement I'espaceltsraiee (Branchement) tout en fil-
trant I'espace de recherche durant I'exploration (Propagation) effectuant des retours en arriére dés
I'apparition d’échecs (Retour-arriére). De plus, bon nombre d'mftions pourront étre enregistrées
(Apprentissage) durant la recherche et exploitées par les autre®santp de ce modéle. Durant toute
cette section, nous ne parlerons donc plus simplement de méthodes dehrechais véritablement de
méthodes de résolution des CSP.

1.3.1 Meéthode Générer et Tester

La méthodeGénérer et Testeest une méthode de résolution compléte naive et non optimisée. Elle
consiste comme son nom l'indique a générer toutes les instanciations completisgs pour un réseau
de contraintes les unes apres les autres et de tester si elles sont Heasphwur le réseau. De ce fait,
cette méthode permet de trouver toutes les solutions pour un réseau dentesiimais également de
prouver l'insatisfaisabilité d’un réseau si aucune des instanciatior&@gnn’est solution. L'ensemble
des instanciations générées et testées correspond au produit nadEsidomaines des variables du

réseau. Il est évident que cette méthode n’est pas du tout efficace.

1.3.2 Le modéle de recherche BPRA

Les algorithmes de résolution compléte de CSP les plus efficaces sonsbhasgsnodéle BPRA
(Branchement Propagation Retour-arriere Apprentisgdgdassieret al, 2002, Lecoutre, 2009]. L'effi-
cacité obtenue par la mise en place de ce modéle réside généralementalatibsation combinée des
différentes techniques proposées par ses composants :

— Branchement : le parcours de I'espace de recherche (branctigimaire, non-binaire, profondeur
d’'abord, largeur d’'abord, etc.) et quelles décisions prendre auehétgpe (heuristiques statiques
et dynamiques de choix de variables, valeurs, etc.).

— Propagation : mécanismes d'inférence mis en ceuvre, les cohérences phoins fortes établies
pour filtrer le réseau apres la prise de chaque décision et réduiradesie recherche.

— Retour-arriére : la maniére, plus ou moins intelligente, de revenir enetaggu’'un échec est
atteint durant la recherche arborescente : derniere décision pridéaigion plus ancienne et
réellement responsable de I'échec, etc.

— Apprentissage : les informations enregistrées durant la propagasiteu(s supprimées) et lors-
gu’'un échec est rencontré (nogood), puis la maniére de les exploit@ntde branchement, la
propagation et le retour en arriére.

Nous présentons plus en détail dans la suite de cette section différeteisjtes des composants
Branchement, Propagation et Retour-arriere qui sont généralemisdtas. Nous avons fait le choix de
ne pas nous étendre sur le composant Apprentissage car, méme #itisiag partie importante dans
la résolution des CSP, il représente plutdt un composant complémenta@etaes et nous avons penseé
gu'il n'était pas indispensable de I'aborder plus en détail dans le cdeleette thése. Nous verrons
tout de méme dans la section 1.3.4 que la technique basée sur les conflits petoun en arriére plus
pertinent exploite des informations apprises durant le mécanisme de ptiopagn I'occurrence les
explications des différentes suppressions de valeurs (conflits)t tlome important de souligner que
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différentes techniques d’apprentissage existent et qu’elles sont ptilesaméliorer la résolution des
CSP. De plus amples informations sont accessibles depuis les ouvrag&fgmece : mémorisation
de nogoods [Dechter, 1990, Frost et Dechter, 1994, Lecetiik 2007], gestion des explications de
conflits [Prosser, 1993, Ginsberg, 1993] présentée dans la se@idnédic.

1.3.3 Branchement et heuristiques pour orienter les choix
Recherche arborescente par branchement binaire

Deux schémas principaux de branchement existent : le branchemeine l{gqapelé ausst-way
branching et le branchement non-binaire (appelé aussag-branching. A chaque étape d’un branche-
ment non-binaire, une variable non assignée est choisie et toutesitpwmtions de cette variable par les
valeurs de son domaine sont considéréewdg-branchingcar d branches possibles pour une variable
associée a un domaine de taille Concernant le branchement binaire, une variable non assignée ains
gu’'une valeur de son domaine sont choisies a chaque étape et I'affleqtais la réfutation de cette
valeur pour cette variable sont considéréesvay branchingcar exactemer? branches possibles). A
noter que ces deux schémas garantissent une exploration complétepded'e® recherche et que le
branchement binaire a été montré théoriquement dans [Hwang et Mitcr@dl, @mme le plus efficace
pour prouver l'insatisfaisabilité de réseaux dans le cadre des CSf.r@wirellement celui-ci qui a été
suivi dans le cadre de nos contributions et que nous présentons sdiit& mplusieurs techniques d’ex-
ploration de I'arbre de recherche existent : en profondeur d’afatapoth-first search), en largeur d’abord
(breadth-first search), etc. Nous considérons ici une appraz$éelsur une exploration en profondeur
d’abord qui représente, par rapport a une exploration en largabomd, un meilleur compromis entre
espace mémoire utilisé et efficacité pour trouver (rapidement) une solution.

La figure 1.21 représente 'arbre de recherche binaire partiel pquobdéme de coloriage de carte
présenté en section 1.1.2. La racine de I'arbre (nceud noirci) repedseréseau de contraintésau
début de la résolution. Chaque branche de I'arbre corresponddéaision. Généralement, les branches
gauches de I'arbre représentent des décisions positiyes=(n), tandis que les branches droites re-
présentent des décisions négatives £ n). Chaque nceud de I'arbre représente le réseau modifié (et
simplifié) par la prise en compte d’'une part de 'ensemble des décisionsng@intené a ce nosud,
puis par la propagation des contraintes d'autre part. Par exemple, le gris@ideprésente le réseau
P|po—na1+gf,20+gi ObDtENU & partir deP aprés les décisionsy = n, 1 # gf etxy # gi. Dans le
cadre d’'un branchement binaire, la réfutation d’'une valeur pour ariable peut étre suivie par I'affec-
tation d'une valeur a une autre variable (£ gf suivie dexs = gi), ce qui donne de la flexibilité a
I'exploration.

Le branchement binaire n’est pas suffisant en lui-méme pour optimisesdtién d’'un CSP. En-
core faut-il prendre les bonnes décisions : dans quel ordre as$gneariables et pour chacune de ces
variables, dans quel ordre lui affecter les valeurs de son domainé@radmt, les bonnes décisions sont
celles qui vont permettre soit de se diriger trés rapidement vers une solkid de se diriger treés rapi-
dement vers un échec et ainsi éviter de parcourir inutilement des zetiesghce de recherche. |l existe
des heuristiques qui guident les choix de variables et de valeurs pqaraours plus ou moins rapide
de I'espace de recherche en fonction du probléme considéré.

Heuristiques statiques, non adaptatives dynamiques et adaptatis de choix de variable

On distingue trois catégories d’heuristiques de choix de variables : statiqae adaptatives dy-
namiques et adaptatives. Le type d’'une heuristique dépend de la natuigfarmations utilisées pour
estimer et évaluer parmi les variables celles permettant d’améliorer lesrparfces de parcours de I'es-
pace de recherche. Cependant, la plupart des heuristiques de ehairiable sont basées sur le principe
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FiG. 1.21 — Arbre de recherche partiel avec schéma binaire pour le prodiécworiage de carte.

de fail-first émanant du célébre "Pour réussir, essaies d’'abord la ou tu as le pthantee d'échouer”
[Haralick et Elliott, 1980]. En d’autres termes, la tendance de ces heusstigst de choisir d’assigner
en priorité les variables ayant le plus de chance de mener a un échesi eegoas trop s’enfoncer dans
I'arbre de recherche. Nous présentons brievement ces différeatisgories ainsi que certaines d’entre
elles.

Les heuristiques statiques, ou catég@MO pour Static Variable Ordering, sont des heuristiques
qui exploitent I'état initial du réseau a résoudre pour ordonner léablas : domaine initial et degré
initial des variables, etc. Durant toute la recherche, cet ordre restarigé malgré les simplifications et
modifications du réseau qui peuvent se produire.

— lexico: les variables sont choisies par ordre lexicographique de leurs n@sisaclire par exemple
que la variable nommee; sera choisie avant la variable nommegepour tout: < j. L'intérét
de cette heuristique réside uniquement dans la maniére dont a été modélsgidener: si une
réflexion particuliére a été menée et a abouti a nommer d'abord les vatiebfdas contraintes du
réseau, alors cette heuristique est intéressante. Sinon, elle peut étée etilisomplément d’'une
heuristique plus pertinente afin de casser I'égalité (tout comme I'heuristqua@mconsistant a
choisir une variable aléatoirement).

— deg(maxded [Dechter et Meiri, 1989] : les variables sont choisies par ordreaizant de leur
degré initial. Il est naturel de penser que les variables impliguées dahsslgnand nombre de
contraintes correspondent aux variables les plus contraintes et inmnatineelles ayant le plus de
chance de mener a un échec. C’est tout I'intérét de cette heuristique.

Les heuristigues (non adaptatives) dynamiques, ou catégéepour Dynamic Variable Ordering,
sont des heuristiques qui exploitent I'état courant du réseau adspaur ordonner les variables : do-
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maine courant et degré dynamique (courant) des variables, etc. k& dgtamique d’'une variable est
le nombre de contraintes dans lesquelles elle est impliquée et dont la parté&mttau moins une autre

variable qui ne soit pas singleton. Une critique pouvant étre faite auistiques statiques est le fait

gu’elles exploitent la structure initiale du réseau alors que celui-ci évolii@atolong de la recherche :

réductions des domaines des variables, degrés des variables qui ditrloreque des contraintes de-
viennent universelles, etc. En d'autres termes, une variable qui étatdérée prioritaire au début de
la recherche l'est peut étre moins a un autre instant de la rechera.itidéniable que prendre des
décisions basées sur I'état courant d’un réseau améliore les penfrande résolution.

— dom(mindon) [Haralick et Elliott, 1980] : les variables sont choisies par ordre canitsge la taille
de leur domaine courant. L'idée est que si une variable contient pealeiers dans son domaine,
cela signifie que le nombre d’assignations possibles a considérer ptrivaeable est faible et
gu’ainsi donc un échec éventuel peut étre détecté plus tot.

— ddeg: les variables sont choisies par ordre décroissant de leur degaénityure. Le principe est le
méme que pour I'heuristique statique sauf que la déduction est baséel@s degrés courants.

— dom/ddedBessiere et Régin, 1996] : les variables sont choisies par ordesart du ratio entre la
taille du domaine courant et le degré dynamique. A noter qu’une variaptéaoom/degexiste
et qu’elle est basée sur le ratio entre le domaine courant et le degré initial.

— dom+ddegou Brelaz [Brélaz, 1979] : les variables sont choisies par ordre croissant tilla
de leur domaine courant, et en cas d'égalité elles sont choisies parcooidsant de leur degré
courant. Cette heuristique a pour but de casser les égalités de taille de eé@main

Les heuristiques adaptatives sont des heuristiques qui exploiter partla structure courante du

réseau et d’autre part les enseignements de ce qui a été fait précaudenomearle d’adaptation par
rapport a I'expérience acquise durant la recherche.

— wdeg[Boussemaret al,, 2004] : I'idée de cette heuristique est d’associer a chaque contrainte u
poids, initialisé a 1, et de I'incrémenter dés que cette contrainte est violéatdarrecherche.
L'intuition ici est que plus une contrainte est violée, plus elle doit étre difficsatisfaire : plus le
poids d’une contrainte est élevé, plus cette contrainte est dure. Aing,marler de degré pondéré
pour les variables : il correspond pour une variable a la somme des psuisiés aux contraintes
impliquant cette variable et possédant dans sa portée au moins une vaoalsiagleton. L'heu-
ristique consiste donc a considérer les variables par ordre décitaiedenr degré pondéré. Le fait
de se concentrer sur les contraintes les plus difficiles a satisfaire vatperaessi de se focaliser
sur des noyaux de contraintes difficiles et conduire a une détectiongerééventuels noyaux
insatisfaisables.

— dom/wdeg les variables sont choisies par ordre croissant du ratio entre la tailleidddeaine
courant et leur degré pondéré.

— impact[Refalo, 2004] : cette heuristique est basée sur le concept d'impawce dariable. L'im-
pact d'une variable dans un réseau correspond au nombre desvalgprimées dans les domaines
des (autres) variables de ce réseau (en d'autres termes, I'ampleurédieitdion de I'espace de
recherche) suite a I'assignation de cette variable et a la propagatiomuteaictes. Plus préci-
sément, I'impact d’une variable correspond & la somme des impacts de chesigeation de
cette variable par une valeur de son domaine. Les différents impacts sdsuaét la recherche
pour une variable sont enregistrés et, au niveau du nceud couraattces impacts moyens de
ces variables qui sont exploités pour le choix de la variable & assigestracdire les moyennes
des différents impacts mesurés pour ces variables durant la reclesgh&u noeud courant. Les
variables sont choisies par ordre décroissant de leur impact moyen.

— last conflict[Lecoutreet al,, 2006] : cette heuristique consiste a s’intéresser aux décisions qui ont
conduit a un échec. Plus précisément, le principe est de choisir en plaovaiéiable ayant mené
au dernier échec rencontré. Clairement, I'objectif de cette heuristiquieagiider la recherche

35



Chapitre 1. Le probléme de satisfaction de contraintes CSP

vers la source des conflits.

Heuristiques de choix de valeur

Juxtaposées aux heuristiques de choix de variable, la plupart déstioges de choix de valeur sont
basées sur le principe decceed-firsfSmith, 1996]. En d’autres termes, la tendance de ces heuristiques
est d’affecter en priorité aux variables les valeurs ayant le plus deelde mener a une solution.

— lexico: les valeurs sont choisies selon I'ordre dans lequel elles se trousaatlel domaine cou-
rant de la variable. Comme pour les variables, I'heuristigaéco permet d’effectuer des choix
pertinents s'il y a eu un effort qui a été fait dans ce sens lors de la mdit#lishu probléme,
mais généralement elle est utilisée uniguement pour casser les égalité oot ¢heuristique
randomconsistant a choisir une valeur aléatoirement).

— min-conflitgMinton et al, 1992, Frost et Dechter, 1995] : les valeurs sont choisies pa¥ ordis-
sant du nombre total de conflits qui leur est associé. Pour une valewmribre total de conflits
correspond a la somme du nombre de conflits (valeurs non supportstgtteivaleur présentes
dans les domaines courants des variables voisines a cette variable.

— impact: les valeurs sont choisies par ordre croissant de leur impact, c'ést Bidpact de leur
affectation a la variable associée.

Pour conclure, il est évident que chacune de ces heuristiques fametaoplus ou moins efficacement

en fonction du probleme traité, les spécificités de chacune d’entre elles ebthparaisons pouvant étre
consultées dans les différentes publications associées et réf&r@nééédemment.

1.3.4 Retour en arriére : techniques de look-back

Lors du parcours de I'arbre de recherche, il peut arriver deaminer un échec : instanciation par-
tielle courante incohérente ou ne pouvant étre étendue par au moinsriatdevaans violation d’'une
contrainte, ou encore apparition d’'un domaine vide pour une variabtplorse cohérence est appliquée
sur le réseau courant comme nous le verrons dans la section 1.3.5ldregtvident qu’étendre une telle
instanciation partielle en solution est impossible. Au lieu de continuer d’avamteffectue alors un re-
tour en arriére dans I'arbre afin d’éviter de parcourir toute zone dpdee de recherche que I'on sait
stérile. Différentes approches dites techniquesod&-back[Dechter et Frost, 2002] existent et consti-
tuent une approche rétrospective (on regarde vers l'arriere@)hasaméliorer le parcours de I'espace de
recherche. D’un point de vue général, ces techniques sont basékigdée "Souviens toi de ce que tu
as fait pour éviter de répéter les mémes erreurs" [Haralick et Elliott, 1980¢therche a identifier pour
chacune des valeurs supprimées du domaine d’une variable I'explicdtioiyéne de cette suppression.
En effet, I'idée est de déterminer la ou les décisions anciennes déja @rigassont responsables de
I'échec rencontré, d'y revenir et de les réparer en prenant @adiécisions. Ne pas prendre en compte
les décisions qui ont amené cet échec n'empéchera pas de retombes dae prochaine fois. Nous
présentons les trois techniques de retour en arriére les plus connues.

Retour en arriére standard (SBT pour Standard BackTracking)

Le retour en arriére standard, appelé aussi retour en arriereatbgigue, est le retour en arriére de
base. Lors d’'un échec, il consiste a revenir dans I'état avant laéderdécision positive prise, consi-
dérée alors comme la décision coupable de I'impasse. Les structuresedu résdifiées suite a cette
décision coupable sont restaurées et on passe a la décision veremntetpe décision coupable selon
le branchement et les heuristiques utilisées. Considérons I'exemple wrdsépsobléeme de coloriage
de carte introduit dans la sous-section 1.1.2 et illustré a la figure 1.22.dsegnationsry = n et
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xr1 = n, qui ont amené au réseau représenté par le noeud grisé et dans o @iat(zy) = {n}
etdom(z1) = {n}, générent une incohérence car la contraing, est violée. La derniére décision

x1 = n est considérée comme la décision coupable et le retour en arriére staendent juste avant
cette décision. De ce fait, le domaidem (z,) impacté par cette derniére décision est restauré et corres-
pond &dom(x1) = {n, gf, gi, gc} (en effet, la décisiom; = n ayant entrainé la suppression des valeurs
gf, gi et gc de dom(z), ces valeurs doivent étre ré-intégrées), puis on passe a la déaisiante

1 # n.

/ AN
1 , N

FiG. 1.22 — Apparition d’'un échec aprés les assignatigns- n etx; = n et retour en arriere standard
dans le probléme de coloriage de carte.

Saut en arriére basé sur les conflits (CBJ pour Conflict-directed BekJumping) [Prosser, 1993]

Le retour en arriére standard est limité dans le sens ou la derniére déxrisin’est pas forcément
la cause de I'échec rencontré, et dans ce cas revenir juste avamtgasien n'empéchera pas de tomber
a nouveau dans la méme impasse et de fairthdishing(reproduire les mémes erreurs constamment).
La technique de saut en arriére basée sur les conflits, appeléeedossien arriére intelligent, consiste
donc a s’intéresser plus précisément aux décisions qui ont conaetiéglec. Pour chaque suppression
de valeur (conflit) d’'un domaine, une explication d’élimination est enregistilés’agit des décisions a
I'origine de cette suppression. Lorsqu’un échec est rencontrégiehle des explications d’élimination
al'origine de I'échec est analysé et le retour en arriere est effeatn&@au de la décision la plus récente
(la plus profonde dans I'arbre) parmi ces explications.

Afin d'illustrer cette technique de retour en arriére, nous allons coreidé@ns un exemple le réseau
de contrainteP : {X, C} défini parX = {w, z,y, z} avecdom(w) = dom(x) = dom(y) = dom(z) =
{a,b} etC = {cwz, Caz} AVECCy,, : {w # 2}, Cyy : { # 2}. SOIt {w = a,x = b,y = a} 'instanciation
partielle courante illustrée dans la figure 1.23. Quand l'algorithme de ohéente d’étendre cette
instanciation par I'assignation de la variablaun échec est rencontré car aucune valeur du domaine de
n’est compatible avec I'instanciation partielle ce qui a pour conséqueaqmedtition d’'un domaine vide
pourz. En effet, I'assignation = « viole la contrainte,,,, et I'assignatior: = b viole la contrainte:,,.

Il faut donc effectuer un retour en arriére. Effectuer un retowarepre standard consisterait a revenir a la
derniére décision, c’est a dige= a. Cependant, si on prend effectivement la nouvelle décigigna et
plus précisémenj = b, on s’apercoit que I'on rencontre la méme impasse : en effet, aucung dales
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le domaine de n’est compatible avec I'instanciation partielle courapte= a,x = b,y = b}. Ceci est

dd au fait que la variablg n’est pas a I'origine de conflits avec la variableConsidérons maintenant un
saut en arriére basé sur les conflits. Lors de la recherche, les ¢xypigcd’élimination des valeurs des
domaines de sont enregistrées (illustrées sur la figure 1.23 par une fleche avecllé ékplication :

z # a (ou élimination dex dansdom(z)) est expliqué par la décisian = a pour satisfaire la contrainte
cwzy PUISz # b est expliqué par la décision = b pour satisfaire la contrainte,,. Le domaine vide
obtenu pour: correspond alors a I'explication globaje = a,x = b}. Un saut en arriére basé sur les
conflits ayant amenédom(z) = () consiste a revenir a la décision la plus récente dans les explications,
a savoir dans I'exemple la décisien= b (figure 1.24), et ne plus considérer le parcours effectué depuis
cette décision : cette portion de I'espace de I'arbre de rechercheaufiéactur la figure) peut étre coupée.

explication

T
fw=a}

explication

Fic. 1.23 — Apparition d’'un échec avec les assignations a etz = b car aucune valeur compatible
(dom(z) = 0) avec l'instanciation partiell¢w = a,x = b,y = a}.

A noter que I'heuristique adaptatiVast conflict présentée dans la section 1.3.3, simule d’une cer-
taine maniére cette technique de saut en arriére basée sur les conflits.

Retour en arriere dynamique (DBT pour Dynamic BackTracking) [Ginsberg, 1993]

Le retour en arriere dynamique exploite également les explications d’élimind¢iaaleurs pour
déterminer la décision dite coupable sur laquelle revenir. Cependantaicemtent au saut en arriere
basé sur les conflits, le retour en arriere dynamique supprime la décisipalide tout en conservant les
autres décisions qui ont été prises. Le mécanisme est illustré a la figurdfdl@Tomme pour le saut
en arriére, les explications sont enregistrées et lorsque I'écheeresintré om(z) = (), la décision
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FIG. 1.24 — Saut en arriére basé sur les conflits & I'originéwde(z) = 0.

désignée coupable est= b. Cette décision est supprimée, les autres décisions sont consenlges et
décisionz # b est ajoutée comme décision la plus récente.

1.3.5 Propagation : techniques de look-ahead

Apres avoir présenté des méthodeslaek-backpour améliorer les phases de retour en arriére
lors de la résolution d’'un CSP, nous allons nous intéresser maintenanié&brdes dite®ok-ahead
[Dechter, 2003] ou approches prospectives (on regarde veentlaqui vont permettre d’améliorer les
phases d’exploration. Basées sur I'idée de "Prévoir et anticiper le dfitude réussir dans le présent"
[Haralick et Elliott, 1980], ces techniques d'inférence consistent duévgour un réseau les consé-
guences d'une décision, c'est a dire I'impact d'une instanciation partiellgante sur les domaines
des variables qui ne sont pas encore assignées. Aprés une dézesba dire a chaque nceud de 'arbre
de recherche, une cohérence plus ou moins forte est établie/maintenaa&seau et les valeurs lo-
calement incohérentes sont détectées et supprimées. Ces techniquetsgoé donc de conserver aprés
filtrage uniqguement les valeurs localement cohérentes et ainsi rédtergiplement la taille de I'espace
de recherche et les branches & explorer. A noter également que tgefésteffectué durant la recherche
apreés chaque décision, mais il est possible également d’établir unenoééur le réseau avant le début
de la recherche : on appelle ca du filtrage en pré-traitement. Le but deopétition est de simplifier
le réseau avant toute exploration par suppression de toutes les valkealesrient incohérentes selon
cette cohérence et par chance directement prouver soit la satisfaisdbitégeau (domaine singleton
pour chaque variable), soit son insatisfaisabilité (apparition d’'un donvadegoour une variable). Nous
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1 1 car dom(z) =0
\ explication
{w=a,z =b}

FIG. 1.25 — Retour en arriere dynamique basé sur les explications des éliminatitorgyine de
dom(z) = 0.

n'aborderons pas plus ici cette phase de pré-traitement. Nous prése&lmoc les trois techniques de
look-ahead les plus connues. Nous considérons dans les explicativastss que ces techniques de
look-aheadsont incorporées dans un algorithme de recherche utilisant le retotriéne atandard.

Backward checking (BC)

Le backward checkingou test de cohérence par l'arriére, est la techniquibadleaheadde base.
Elle consiste tout simplement a vérifier apres I'affectation d’une valeureavariable que l'instancia-
tion partielle courante obtenue suite a cette nouvelle assignation est dehéfest a dire que toutes
les contraintes couvertes par cette instanciation sont satisfaites. Un exdafgalekward checkingst
illustré a la figure 1.22. Suite a I'assignation = n, un test de cohérence est réalisé sur l'instanciation
{zo = n,x1 = n}. Une incohérence est détectée car la contraiftg est violée. On revient en arriére
et on passe a la décision suivante quixgs¥ n : la valeurn est supprimée du domaine de.

Forward checking (FC ou partial look-ahead) [Haralick et Elliott, 1980]

Le forward checkingapplique une forme partielle d’arc-cohérence sur le réseau aprgaechia-
cision. On parle d'arc-cohérence partielle, partial look-ahead dans le sens ou seules les variables
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voisines de la variable qui vient d'étre assignée vont étre réviséesidgmons a nouveau le probleme
de coloriage de carte et le parcours de recherche illustré a la figurdUnh@@remiére décisiony = n

est effectuée. Un premier filtrage darward checkingst effectué et a pour conséquence la révision des
variables voisines dey, a savoir les variables, etz pour les contraintes,,,, etcs,,. Les valeurs en
conflit avec I'assignatiomy = n sont supprimées des domainestdetzs : ici la valeurn est supprimée
de dom(z,) et dedom(x3). Une deuxiéme décision; = gf est prise et aprés un deuxierfreward
checking ce sont les domaines des variables voisines, & savoirze et xs, qui sont révisés. Puis la
décisionzy = gi entraine la révision des variables et 24 et plus précisément on s’apercoit alors que
le domaine ders ne contient plus que la valege. Lorsque leforward checkingest appliqué au réseau
aprés la décisiomg = gc, on tombe dans une impasse car la révision des variables voisingsale
entrainé I'apparition d'un domaine vide, en I'occurrence le domaine;den retour en arriére est donc
effectué.

P

dom(z1) dom(z3)
( A ( A
X gf X gf
(8l gc) el g
dom(x2) dom(x3)
( ) ( A
n gt gf
(el go) (el g
dom(x3) dom(ze)
(. M (. )
n gf
(@éi go) 8 g9
dom(z3) dom(zs)
( R ( A
n gf
. dom(z11)
1
& (e g n of
dom(z7) dom(zg) .
i ¥
n gf n gf
(i &) sl g

Fic. 1.26 — Forward checking appliqué aprés chaque décision et évol@®dainaines des variables
dans le probléme de coloriage de carte. Apparition d’'un domaine vige (z3)) suite a la décision
xg = gc et retour en arriere standard.

MAC (Maintien de la cohérence d’arc ou full look-ahead) [Sabin et Feuder, 1994]

On parle de MAC pour maintien de I'arc-cohérence pendant la rechiebda différence didiorward
checking I'arc-cohérence va étre établie pour 'ensemble du réseau et pasnee pour les variables
voisines de la variable qui vient juste d'étre assignée. Considéronsvaaun I'exemple du probléme de
coloriage de carte et cette fois-ci le parcours de recherche illustréguta fi.27. L'arc-cohérence (AC)
est maintenue a chaque nceud de I'arbre aprés chaque décisionukgareimiéres décisiongy = n
etz = ¢gf entrainent la révision des domaines de leurs variables voisines, maiscadédnction
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(propagation de contraintes) ne peut étre effectuée a partir de é¢eimévpour les autres variables du
réseau. Pour la décisiorn, = gi, c'est tout a fait différent. Dans un premier temps, I'arc-cohérence
appliguée au réseau apres cette décision filtre les domaines des varabilessvder, en supprimant

la valeurg: des domaines de; etxg. Dans un deuxiéme temps, la propagation de contraintes filtre les
domaines des variables, x5 et a nouveauwg suite au fait qu'’il reste uniquement la valetidans le
domaine dexs. Le fait que le domaine de; ne contienne plus que la valegtt et que par propagation de
contraintes cette valeur ait été supprimé du domainesgden voit que la décision suivante qui est prise
pourzg, & savoirrg = g f, évite d’avoir I'apparition d’'un domaine vide qui n’avait pas été anticip&e a
l'utilisation du forward checkingpendant la recherche dans la figure 1.26. En d’autres termes, maintenir
I'arc-cohérence durant la recherche permet de mieux anticiper doeatard checking Cependant, la
démarche est plus colteuse car elle nécessite un nombre plus importavisaes de filtrage.

P

dom(z1) dom(z3)
(% gf\ (X gf\
L8l gc) (8l g
dom(z2) dom(x3)
4 ~ 4 A
n gf ef
(8t 8o (8l 8o
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) A

n gf

. [
L8l 8¢
om(xs)

dom(zxs) dom(z7)
fn g(f] [n g{\
L 8¢ gl gc)
dom(zg) dom(x11)

o
gi ge gl ge

Fic. 1.27 — Maintien de AC aprés chaque décision et évolution des domainearigsies dans le
probléme de coloriage de carte. Le phénoméne de propagation de destisendéclenche suite a la
décisionzy = 2.

Pour conclure cette partie concernant les stratégies de recheroiraegdba été dit en début de sec-
tion, I'efficacité d’un algorithme de résolution de CSP dépend de la maniégerdeiner les différentes
techniques proposées par les composants du modéle BBRAchement Propagation Retour-arriére
Apprentissagk plus précisément la maniere d’associer techniqudsaebacket techniques de®ok-
ahead Sans avoir la prétention de présenter en détail les avantages et legéimenits de toutes les
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combinaisons possibles de ces techniques, il est intéressant de elesadissociations qui constituent
les algorithmes les plus connus (généralement les plus efficaces) pésplation des CSP. Ces algo-
rithmes sont résumés dans le tableau 1.1.

Algorithme || Technique de look-aheadTechnique de look-back auteur
BT BC SBT -
CBJ BC CBJ [Prosser, 1993]
DBT BC DBT [Ginsberg, 1993]
FC FC SBT [Haralick et Elliott, 1980]
MAC MAC SBT [Sabin et Freuder, 1994]

TaB. 1.1 — Différentes associations des techniques de look-ahead et diedoklprésentées.
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Le cadre CSP permet de modéliser et de résoudre un grand nombrellenps. Cependant,
d’autres problémes demandant plus de souplesse ne peuvent pas @flesdsouniqguement dans le
cadre CSP, c’est a dire uniquement sous la forme d’instanciations stridtanterisées ou strictement
interdites par les contraintes couvertes. De nombreuses extensiondrdC&P ont été proposées pour
proposer cette flexibilité et permettent d’appréhender divers factpuse en compte d’incertitude et de
probabilité (CSP probabiliste [Fargier et Lang, 1993]), de préf@®(CSP flou [Fargiest al., 1993]),
de priorités (CSP possibiliste [Schiex, 1992]), de violations (Max-C3Prfiseet al, 1999]), de péna-
lités ou colts (CSP pondéré [Larrosa et Schiex, 2004]), etc. llagitplus cette fois-ci de probléemes
de satisfaction mais plus précisément de problémes d’optimisation avec utif@ébgatisfaire de fagon
optimale. Le cadre CSP et toutes ses extensions peuvent étre géné&tatingkobés dans deux cadres
généraux : le cadre SCSP (Semiring-based CSP) et VCSP (Valued &) présentons brievement
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les cadres SCSP et VCSP, pour ensuite aborder en détail une instandiatadre VCSP qui hous a
intéressé tout particulierement dans le cadre de cette thése : le cadre ((MOSEP pondéré).

2.1 Présentation des cadres généraux SCSP et VCSP

Les cadres généraux SCSP et VCSP ont été proposés pour englcdine CSP et ses différentes ex-
tensions. Baseés sur des propriétés générales permettant d'exprindiffé@ents cadres, SCSP et VCSP
proposent des algorithmes suffisammeg@nériquegour étre exploitables efficacement dans ces diffé-
rents formalismes, tout en assurant de la flexibilité pour les problemesapssitent plus dspécificité
Ces deux cadres généraux sont basés sur des structures mathé&mwatigueemettent de représenter ces
différents paradigmes. Ces structures mathématiques sont constituéesisé&umble de valeurs pouvant
représenter des probabilités, des préférences, des priorités ocaldesn fonction du cadre considéré.
Dans le cadre SCSP, ces valeurs vont correspondre a des ndezaatisfaction, tandis que dans le cadre
VCSP elles correspondent a des niveaux d’insatisfaction (ou péndditésle sens de la logique des
pénalités [Pinkas, 1991, De Saint-Gyral., 1994]). Ensuite, des opérations caractérisées par certaines
propriétés ou axiomes permettent de combiner ces valeurs entre lesnd@fcentraintes d’'un réseau
dans le cadre considéré. Naturellement, les objectifs sont différents lgpoadre SCSP, I'objectif est
de maximiser la satisfaction de I'ensemble des contraintes tandis que pourde/&8P I'objectif est
de minimiser 'insatisfaction. Pour des raisons de précision et en amontgle sera présenté dans la
suite de ce manuscrit, nous considérons ici que les valeurs contemsda daucture mathématique sont
associées aux tuples des contraintes et représentent donc poue tinale une probabilité, ou un codt,
etc.

SCSP ou CSP basé sur usemi-anneau (semiring) [Bistarelli et al., 1995, Bistarelliet al., 1996]

Ce cadre permet la généralisation du cadre CSP par l'utilisation de la s&rgesemi-annealtjc-
semiring. Il s’agit de la structure mathématique appedéeni-anneala laquelle ont été ajoutées des
propriétés supplémentaires sur les opérations.

Définition 32 (c-semi-anneau)Un semi-anneaul est un quintupletF, @, ®,0,1) tel que :
— E estunensembletelqles F,1 € FE

— @ est appelée opération additive

elleestinterne & (a,b € E = a® b€ E)

— elle est commutative/¢, b € E,a ®b=b® a)

— elle est associative/f, b,c € E,a® (b& c) = (a © b) & c)
— son élément neutre &(Va € E,a ® 0 = a)

— son élément absorbantdsfva € E,a® 1 =1)

— ® est appelée opération multiplicative

— elleestinterne & (a,b € E = a®bec E)

— elle est associative/f, b,c € F,a® (b®c¢) = (a ® b) ® c)

— son élément neutre eb(Va € E,a® 1 = a)

— son élément absorbant €s(vVa € E,a ® 0 = 0)

— elle est distributive par rapport & (Va,b,c € E,a® (b® ¢) = (a ® b) ® (a ® c))
Un c-semi-anneau est un semi-anneau tel que Bst idempotenteu(€ £ = a & a = a), 2) ® est
commutative

Définition 33 (SCSP) Un Semi-anneau CSP (SCSP) est un triglet= (X, C,.A), ou X représente
I'ensemble des variable§,|'ensemble des contraintes.dtla structure c-semi-anneau associée. Chaque
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contrainte dan<€® est définie comme une fonction qui associe a chaque élément du pradégien des
domaines des variables de sa portée un élément appartenént a

Au dela d'unifier dans un méme cadre les différents formalismes CSP atstoevéa spécialisation
de cette structure génératesemi-anneaule cadre général SCSP généralise également le concept de
cohérence locale (plus précisémentiaohérence introduite dans la section 1.2 du chapitre 1) dont l'in-
térét n'est plus a prouver dans le cadre CSP. Ici aussi, la coleéagmaur intérét de simplifier un réseau
en un réseau équivalent en filtrant des valeurs incohérentes etatgipblement découvrir si le réseau
est insatisfaisable. Cette extension au contexte d’optimisation /ded@érence [Bistarelkt al., 1996]
est fondée notamment sur des propriétés d’équivalence et d’indigpes d’'ordre qui requiérent une
spécificité au niveau des opérationsasemi-anneaul’opération multiplicative doit étre idempotente.
Si I'idempotence est vérifiée pour le cadre considéré, le concepthdirartce locale (et les propriétés
générales qui sont liées) peut étre exploité directement avec suat@ssaine complexité semblable (a
un facteur polynomial prés) a lacohérence dans le cadre CSP. Sinon, aucune garantie n'esedanné
I'établissement de la cohérence (algorithme pouvant ne pas se termimseaw obtenu non équivalent).
A noter que la condition de terminaison est nécessaire également pour kigiilide lak-cohérence, ce-
pendant elle est toujours vérifiée car elle est implicite de par la structseeni-anneau les opérations
doivent étre internes et c’est le cas dans cette structure.

Considérons par exemple le cadre CSP : il s'agit d'un SCSP daismi-anneast défini par
({0,1},Vv,A,0,1), c'est & dire ave& = {0,1}. Dans un CSP, les tuples dans les contraintes sont soit
autorisés (valeut dans lec-semi-annea)y soit interdits (valeuf) dans lec-semi-anneau L'opération
multiplicative de cet anneau, considérée comme la maniere de combiner e¢ jeisdaleurs associées
aux tuples des différentes contraintes, correspond pour le cadra [B3férateuet logiqueA (en consi-
dérant que la valeud corresponde gaux et que la valeud corresponde arai). La commutativité
(2) de cet opérateur est vérifiee et permet d’'assurer que la coatsicédans un ordre quelconque des
différentes contraintes ne donnera pas un résultat différent. lagpéradditive de cet anneau, consideé-
rée comme la maniére de déterminer pour une contrainte la meilleure valeur pHasiassociées aux
tuples de cette contrainte, correspond pour le cadre CSP a l'opécatéagiqueV. L'idempotence de
cet opérateur (1) est vérifiée Y 0 = 0 et1 v 1 = 1 avec0,1 € FE) et permet d’établir un ordre partiel
surk = {0,1} définipar0 <p 1carOVv1=1Vv0 = 1:lavaleurl est dite meilleure que, dans le
sens ou entré et 1 cet opérateur choisit, et représente dans ce cas précis I'élément absorbant, c'est &
direVa € E,a <g 1. A noter que les opérations et ® sont monotones par rapport a I'ordre partig}
induit par I'idempotence de : Vx € {®,®},Va,b,c € E,(a <g b) = (a*c) <g (bxc). Le concept
généralisé de cohérence proposé par le cadre SCSP est doncldp@icaadre CSP. En effet, cela est
vérifié par le fait quen est idempotente et que les propriétés d’équivalence et d'indépendardre
[Bistarelli et al., 1996] sont donc vérifiées.

Selon le méme principe, nous définissons le WCSP comme un SCSP dosefri-anneauest
défini par(N U {400}, min, +, +00,0). Directement, on peut s’apercevoir que le concept généralisé
de cohérence proposé par le cadre SCSP n’est pas applicable étahsali cadre WCSP : en effet,
'opérateur+ n’est pas idempotent et donc les propriétés d’équivalence et démdigmce d’ordre ne
sont pas satisfaites. Au dela de la cohérence, d’autres propriétégsreposées par le cadre général et
peuvent étre exploitées par tout cadre défini par-semi-anneauc’est le cas notamment de la propriété
a-cohérence locale et globale [Bistardtial, 1996] qui est trés utile dans les méthodes de recherche
arborescente par séparation et évaluation trés connues dans ledeadteproblémes d’optimisation et
que nous aborderons dans la suite de ce manuscrit.
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VCSP ou CSP valué [Schiext al., 1995]

Contrairement au cadre SCSP, le cadre VCSP permet la généralisatidiffélents formalismes
présentés précédemment par I'utilisation d’'une structure mathématique eapueiéide Plus préciseé-
ment, il s'agit d’'unmonoidepositif totalement ordonné considéré aussi commestingeture de valua-
tion, constituée d’un ensemble totalement ordonné de valeurs avec une tohgesition interne sur cet
ensemble.

Définition 34 (Structure de valuation) Une structure de valuatiol est un triplet( £, @, >-) tel que :
— FE est un ensemble d’éléments dont I'élément minimal est hetd’élément maximal est noté
— FE est totalement ordonné par
— @ est une opération binaire définie shrinterne, commutative, associative et monotone
— L'élément neutrede estl :Va e E,a® 1L =a
— L'élément absorbantde estT :Va € E,a® T =T

Définition 35 (VCSP) Un CSP valué (VCSP) est un triplet= (X, C, V), ou X représente 'ensemble
des variables@ I'ensemble des contraintes ®tla structure de valuation associée. Chaque contrainte
dansC est définie comme une fonction qui associe a chaque élément du pradégien des domaines
des variables de sa portée un élément (appelé aussi valuation) appattaV. La valuationVp([/)
d’une instanciation/ dansP est définie paVp(I) = P .o c(l).

Comme dans le cadre SCSP, une version de cohérence étendue atecdingitmisation a été
proposée dans le cadre VCSP (plus précisément I'arc-cohérenaetiitér dans la section 1.2 du cha-
pitre 1). Le méme constat peut étre fait que pour le cadre SCSP : cettsiertele I'arc-cohérence
[Schiexet al, 1995] peut étre exploitée en temps polynomial pour les cadres ou ltepéide la struc-
ture de valuation est idempotent (c’est le cas par exemple pour les €8Reslassique et CSP possibi-
liste). Dans le cas ou I'opérateur est strictement monoteag(c € E, (a > ¢),(b# T) = (a®b) >
(c @ b)), c’est a dire notamment pour les cadres Max-CSP et WCSP, établirigviarc-cohérence
représente un probléenP-Complet .

Considérons par exemple le cadre CSP : il s'agit d'un VCSP dont lasteude valuation est définie
par({t, f}, A, >) avec défini part < f. La valeurt correspond a_ et la valeurf correspond & . Les
valuations sont combinées via I'opérateurBien évidemment I'arc-cohérence est applicable en temps
polynomial dans ce cas précis : on vérifie facilement que I'opératest idempotent et strictement mo-
notone (c’'est le seul cas de figure ou ces deux propriétés sonéeérdimultanément pour une structure
de valuation).

Selon le méme principe, nous définissons le WCSP comme un VCSP dont larstidestealuation
est définie pafN U {+o0}, +, <). Directement, on peut s'apercevoir que le concept d’arc-cohérenc
proposé par le cadre VCSP n’est pas applicable en temps polynomidlétabhau cadre WCSP : I'opé-
rateur—+ n’est pas idempotent mais strictement monotone. Le cadre VCSP proposeragorithme
général pour établir I'arc-cohérence en temps polynomial pour lesgsddnt I'opérateur est strictement
monotone [Schiex, 2000]. Cet algorithme s’appuie aussi sur la notiguidaence dans le cadre VCSP
entre un réseau et le réseau simplifié obtenu a partir de ce réseaunairésadoli I'arc-cohérence.

Définition 36 (VCSP équivalents [Cooper et Schiex, 2004]poient deux VCSP = (X, C,V) etP’ =
(X, €, V). PetP’ sont équivalents si et seulemenVsi(I) = Vp/(I) pour toute instanciation compléte
I surX.

L'arc-cohérence est établie sur un réseau en filtrant et en suppiiesaraleurs des domaines qui ne
sont pas arc-cohérentes. Dans le cas de la version étendue deobteirence [Schiest al, 1995], une
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valeur est arc-cohérente si elle représente une valuation différeftestis’il existe au moins un tuple
support de valuation. contenant cette valeur dans chaque contrainte qui la couvre. L'alg@rphoposé
détecte efficacement les valeurs incohérentes en vérifiant ces dadikiats grace a des opérations de
Projection et d’Extension Le principe est de concentrer les valuations au niveau des varigibliss,
précisément au niveau des valeurs dans les domaines, pour détentepdrt les valeurs incohérentes a
supprimer, et d’autre part pour détecter les tuples qui contiennenatire's supprimées et qui ne sont
donc pas des supports. L'opérationpiejectiontransfére les valuations des contraintes vers les valeurs
(via I'ajout ou la mise a jour de contraintes unaires pour les variables amtte@s valeurs) et 'opération
d’extensiortransfere les valuations des valeurs vers les contraintes. Comme noussdamede cas
d’'un opérateur non idempotent et que la préservation de I'équivakstcgrimordiale, les opérations
de projectionet d'extensiordoivent étre accompagnées d’une opération de compensation afited’év
de comptabiliser plusieurs fois les mémes valuations. En ce sens, elles peléeaptransformations
préservant I'équivalence d’'un VCSP.

Définition 37 (Transformation préservant I'équivalence d’'un VCSP [Cooper et Schiex, 2004] )Une
transformation préservant I'équivalence d’'un VCERest une opération qui transfornf@ en un VCSP
équivalent.

Le cadre VCSP propose alors une deuxiéme propriété qui permetcatiedi ces transformations
préservant I'équivalence : la structure de valuation juste.

Définition 38 (Structure de valuation juste [Cooper et Schiex, 204]) Dans une structure de valua-
tion (E, @, ), s'il existea,b € F tels quea < b et qu'il existe un élément € F tel quea ® ¢ = b,
alors c représente la différence entbeet a. La structure de valuation est juste si pour n'importe quelle
pairea,b € FE aveca < b, il existe une différence maximale entreta. Cette différence maximale entre
b eta est notéeé © a.

Etablir 'arc-cohérence générale ne peut se faire que sur des sésideivaluation justes permettant
la préservation de I'équivalence des réseaux. Les formalismes lesgrinasenglobés dans le cadre
VCSP, que l'opérateur soit idempotent ou strictement monotone, vérifigmbfaiété de structure de
valuation juste. De plus, I'arc-cohérence établie propose toutes lesgiésconnues de I'arc-cohérence
(stabilité par union, etc.) présentées dans le cadre CSP sauf l'unicitéahurarc-cohérent obtenu (fer-
meture par arc-cohérence) : en effet, la séquence d’opératiomgjdetipns ou extensions (ou transferts)
de valuations n’est pas unique et le réseau final dépend directemé&rtde suivi. Cette unicité est ré-
tablie dans le cadre des opérateurs idempotents.

De plus, dans le contexte d’optimisation que peut naturellement reprékecaeire VCSP, il s’avére
gu’'une borne inférieure de trés bonne qualité (primordiale pour urfeerelce par séparation et éva-
luation efficace) peut étre obtenue a partir du réseau arc-cohé€esitaaire meilleure que les bornes
obtenues par les techniques d’estimation proposées (notamment dansdkaal., 1999]). Cette borne
inférieure correspond a la valuation minimale de toute instanciation completéedéssau arc-cohérent
et elle est définie pab = P, cy[Mmin.cdom(x)V(a)] oU I'on considere pour chague variable la valeur
de valuation minimaléy(a) représentant la valuation de la valeuiElle correspond en fait & la somme
des valuations minimales que représente l'instanciation de chacune désegtiadirectement, comme
les valuations sont transférées et concentrées au niveau dedesriab informations de valuation du
réseau deviennent plus directes et accessibles et plus la bornegestlite : c’est a dire qu’elle permet
une trés bonne estimation car plus proche des valuations en proverate¢othlité du réseau. Elle
représente au plus prés le réseau en terme de valuation. Nous vdusterg dans le manuscrit que la
gualité de cette borne est primordiale pour résoudre efficacement sartaBP et que sa qualité dépend
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de I'ordre des séquences d’'opérations pour établir I'arc-cohér&uans cette optique, nous verrons que
différents algorithmes visant a obtenir une borne optimale ont été proposés

Au dela du cadre CSP et de son extension WCSP abordés précédemmanéscextensions du
cadre CSP peuvent étre exprimées par une structure de valuation €ifiesplors pour chacune de
ces classes VCSP I'ensemtiiedes éléments de valuation, I'ordre établi #uainsi que I'opérateu®
dont les caractéristiques (notamment la monotonie et I'idempotence) déterfempropriétés du cadre
VCSP pouvant étre exploitées. Les définitions de certains paradigm@&p&Sibilistes, CSP proba-
bilistes, CSP lexicographiques, etc.) depuis le cadre VCSP, ainsi guefdesations pointues et des
comparaisons sur les cadres généraux SCSP et VCSP, sont desatils [Bistarellet al., 1996]. Nous
reviendrons également plus en détail sur les concepts d’arc-cakérablies via des opérations préser-
vant I'équivalence et sur le calcul de borne dans un réseau hgrat proposés dans le cadre VCSP
a travers I'étude en détail du cadre WCSP, a savoir une classe de MCBPérateur est strictement
monotone.

2.2 Reéseaux de contraintes pondérées

Aprés avoir défini les réseaux de contraintes (CN), nous allonsmiggsé présent les réseaux de
contraintes pondérées.

2.2.1 Définitions et notations

Définition 39 (Réseau de contraintes pondéréed)n réseau de contraintes pondérées se compose d'un
ensemble fini de variables, d'un ensemble fini de contraintes soypesiérées) portant sur ces va-
riables et d'un entier naturek strictement positif ou égal & oo représentant le codt interdit pour ce
réseau.

Dans un réseau de contraintes pondérées, une contrainte souplsysarteensemble de variables
(sa portée) et peut étre définie soit en intention, soit en extension, conaoentrainte dure. Cependant,
a la différence d’'une contrainte dure, elle est définie comme une fonati@o@ qui associe un codt
entier de[0, ..., k] & chaque élément du produit cartésien des domaines des variableergpaa sa
portée. Dans un réseau de contraintes pondérées, pour obtenirdgotisl d’une instanciation, les codts
sont combinés grace a l'opératemidéfini par :

Va,B €10,...,kl,a® 8 =min(k,a+ () (2.1)
L'opérateuro, inverse partiel de 'opératew dans le réseau, est défini par :

Va,B€10,...,k[0<f<a<k=a0f=a-p (2.2)

Vael0,....k,koa=Ek (2.3)

Nous distinguons clairement dans un réseau de contraintes pondéréEsrents de la structure de
valuation caractérisant les VCSP : 'ensemble totalement ordonné deivaduzorrespond f, . . . , k],
les éléments neutres et absorbants sont respectivement et T = k, et® est 'opérateur strictement
monotone pour combiner les valuations.

Nous utiliserons la notatioR = (X, C, k) pour définir le réseau de contraintes pondérées (WCN pour
Weighted Constraint Networkly composé de I'ensemble des variaklésle I'ensemble des contraintes
souplesC, et caractérisé par le co(t interdit Le colt associé a un tuple (resp. valeum) par une
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contrainte souple binaire ou n-aire (resp. contrainte souple unags) notéc(r) (resp.c(a)). Pour
une contrainteg, nous notong(.S) I'ensemble des tuples possibles sur les domaines des variables pré-
sentes dans la portée Il est admis I'existence dans le réseau d’'une contréirdée notéecy (son
arité est nulle et elle correspond a une valeur numérique) qui repeasero(t constant dans le réseau.
Plus précisément, la valeur contenue dgnseprésente ce que codtera au minimum n'importe quelle
solution pouvant étre obtenue depuis ce réseau : on l'utilise souvent comenigorne inférieure. De
plus, I'existence d’'une contrainte unaire portant sur chaque variabiésgau est également admise. Si
ces contraintes ne sont pas définies pour un réseau, alors nowmpdes ajouter en fixany = 0,
puis ¢, (a) = 0 pour chaque variable appartenant au réseau et pour chaque valeappartenant a
dommit (%) )

Dans le cadre de cette these, nous nous sommes plus particulieremenséstéas contraintes
souples définies en extension, appelées aussi contraintes tables souple

Définition 40 (Contrainte table souple) Une contrainte table souple est une contrainte définie en ex-
tension par une liste de tuples, une liste d’entiers correspondant aus delces tuples et un co(t par
défaut. Les tuples présents dans la table sont appelés tuples explicitesqaadis tuples non présents
sont appelés tuples implicites et ont un codt égal au co(t par défant pgéfir la contrainte table souple.

D’un point de vue modélisation, une contrainte table souple correspaorceda ensemble de paires
(7,¢) qui associent & chaque tuple (explicite}on coltc dans la contrainte. Nous faisons I'hypothése
gue le colt associé a un tuple explicite est différent du co(t par dédini pour la contrainte. Dans le
cadre de cette theése, nous avons fait le choix (guidé par I'implémentatioapdisenter une contrainte
table souplecg par un tableau not&blgcs] (ou simplementable quand il n'y a pas d’ambiguité pos-
sible) et par un tableau notdutgcg] (ou cout9. Le colt associé au tuple a la positibalanstable
(table[i]) correspond au colt a la positiemlanscouts(couts|i]). Nous illustrons plus précisément ces
contraintes tables souples dans I'exemple concret présenté a la secton 2.2

Définition 41 (Tuple autorisé (resp. interdit)) Un tupler est autorisé (resp. interdit) dans une contrainte
souplec si et seulement gi(7) # k (resp.c(7) = k). De plus,r est dit totalement autorisé &{r) = 0.

La méme définition s’applique dans le cadre d’'une contrainte unaire otalmgr est uri-tuple.

Exemple 10 Soientc,, ¢, et c, trois contraintes souple unaires, . et c,, deux contraintes souples
binaires, avealom'™(x) = dom™(y) = dom™"(z) = {a,b} dans un réseau avec un co(t interdit
k = 5. Une premiére représentation de ce réseau est proposée a la figureacontrainter; est égale
a1 (valeur calculée par exemple suite a un pré-traitement), c’est a dirergusolution dans ce réseau
colte au moing. La contraintec, autorise la valeur(z, b) avec un codt de (c,(b) = 2) tandis qu’elle
autorise totalement la valeutz, a) avec un colt d@ (c.(a) = 0). La contraintec,. interdit le tuple
(a,a) (cyz((a,a)) = 5 = k), autorise le tuple(a, b) avec un colt dé (c,.((a,b)) = 1) et autorise
totalement le tupléb, a) avec un colt dé (c,.((b, a)) = 0). Une deuxieme représentation de ce réseau,
cette fois-ci sous la forme d’un graphe, est proposée a la figure 2sXdiits unaires sont indiqués dans
les cercles des valeurs des domaines. Le co(t d'un tuple dans utraioctmbinaire est représenté par
un segment reliant les valeurs de ce tuple. Le colt correspond au liii@lié par ce segment, avec un
co(t del si aucun libellé précisé. Un tuple constitué de valeurs non reliées pargmesa a un co(t de
0.

Définition 42 (Co0t étendu d'un tuple ) Le codt étendu d’'un tuple dans une contrainteg englobe
le coltcg(7) du tupler dans la contrainte:g, les colts des contraintes unaires portant sur les valeurs
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Cy
k cp T | cout Coz Cyz
1 T |z | cout y |z | cout
b 0 a|a 1 ala 5
Cy Cs a|b 0 a |b 1
cout z | cout b la 1 b |a 0
a 1 a 0 b |b 0 b |b 1
b 0 b 2

FiG. 2.1 — Un réseau de contraintes pondérées constitué d'une contraiimeec, de trois contraintes
unairesc,, c, etc, et de deux contraintes binaires, etc,..

FIG. 2.2 — Représentation sous la forme d’'un graphe du réseau illustré dansd¢a2?.1.

appartenant ar, ainsi quecy. Ce colt est donc défini par :

V(1) = cp & EP culr[z]) ® cs(7) (2.4)

€S

Dans I'exemple 10, le codt étendi{(a, b)) du tuple(a, b) dans la contrainte,, est égal d ¢ 1 &
2@ 1 = 5 la contrainted-aire ¢y vaut1, les contraintes unaireg et c, autorisent respectivement les
valeursa etb avec un codlt dé et2, puis la contrainte binaire,, autorise le tupléa, b) avec un colt de
1. Le colt interditk étant égal &, le tuple(a, b) est donc interdit ca¥V((a, b)) = 5, par contre le tuple
(b, b) est autorisé ave@((b,b)) =10002d 1 =4.

Définition 43 (Codt d’'une instanciation) Sicg est une contrainte souple et qligeprésente l'instan-
ciation d'un ensemble de variablg§ © S, alorscg (/) est considéré comme egat&(/|s) (en d'autres
termes, les projections sont implicites). Pour un réseau de contraintedépées et une instanciation
compléte sur ce réseau, le colt Heorrespond a :

V) =cp® Y es(I) (2.5)

csgeC

Définition 44 (Solution / solution optimale) Une solution pour un réseau de contraintes pondéiées
est une instanciation compléte de codt strictement inféridurbs’agit d’'une solution optimale dan®
si et seulement si son codt est inférieur ou égal au coit de toute saitréon du réseaw.

Notons qu’une solution dont le colt est égal satisfait totalement le réseau associé.
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Définition 45 (Réseaux de contraintes pondérées équivalentf)eux réseaux de contraintes pondérées
P:(X,C k)etP : (X, k) sontéquivalents si et seulemen¥si(I) = Vp/(I) pour toute instancia-
tion complétel surX.

Définition 46 (Réseau de contraintes pondérées satisfaisable)n réseau de contraintes pondérées est
satisfaisable si et seulement si il admet au moins une solution (de cizfstent inférieur &).

2.2.2 Un exemple concret : le probleme des mots croisés pomée

Nous allons considérer un exemple concret de réseau de contraintEs @es pour illustrer les diffé-
rentes notions présentées dans la section précédente. Il est ingpiobdime des mots croisés pondérés,
appelé aussirossoft[Lecoutreet al, 2012], issu du probleme de mots croisés classique introduit dans
le cadre CSP [Ginsbesegt al,, 1990, Beacharmat al.,, 2001].

Tout le monde connait le jeu des mots croisés consistant a remplir une grije y@®ntenant éven-
tuellement des cases noires) avec des mots du dictionnaire, a partir dgothéfohont les indices présents
dans la grille indiquent les suites de cases vides adjacentes allouées@nkser@partie gauche de la fi-
gure 2.3). Nous nous intéressons ici au probléme inverse : concettargeille de mots croisés, c’est a
dire déterminer les mots que les joueurs auront a trouver. En d’autresterpartir d'une liste de mots
proposés dans un dictionnaire, I'objectif est de remplir dans une grillgesdnnée les cases vides (c’est
a dire les cases qui ne sont pas noires) par des mots. Bien évidemmeanhatswui se croisent doivent
avoir au moins une lettre en commun, en I'occurrence celle située a la posifienr deoisement dans la
grille. De plus, nous apportons une nuance a la conception de cette gilimote utilisés seront choisis
dans un dictionnaire proposant des noms propres et des noms comfuatitisation d’'un nom commun
n'entrainera aucune pénalité, tandis que I'utilisation d’'un nom propraieeta un colt correspondant
a la taille de ce mot : autrement dit, un nom commun est préféré a un nom prajectif est simple :
remplir la grille de sorte que le co(t total soit minimal.

C1

oo [l =

T5| Tg| T7| €2

c
Tg|T10|T11| <+ 73

$14.3315

Ce Cs

-« C4

FiG. 2.3 — Une grille vierge et une modélisation possible en réseau de contraintes

Ce probleme se modélise tout naturellement en réseau de contraintesgesndiite représentation
possible est de considérer chaque case vide a remplir comme une vatasedu, soit un total de
20 variables nommées, x1, ..., x19. Naturellement, les domaines de ces variables sont constitués
des 26 lettres de I'alphabet et pour chacune de ces variables on @@defe)) = {a,b,...,z}, ...,
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dom(z19) = {a,b, ..., z}. Ensuite, nous considérons une contrainte par suite de cases adjacéese
représentant un mot a trouver. Dans la figure 2.3, il y a 9 mots a trouver ilonc 9 contraintes
nomméesy, c1, . .., cs. Ces contraintes portent sur les variables correspondant auxediffércases
allouées pour le mot a trouver et ont des arités correspondant a la taitke m@t. Nous avons donc
par exemplescp(co) = {z1, 24}, sep(c1) = {x3, 27,11, T15, T19}, - - ., Scp(cg) = {xo, z1,22}. Dans
chacune de ces contraintes, les tuples représentent des mots du digi@rent une taille égale a
I'arité de la contrainte. Nous allons exprimer la préférence des noms conpaumapport aux noms
propres par une stratification des tuples correspondants en dewuxide colts. Nous choisissons
naturellement d’attribuer un colt de(aucune pénalité) aux tuples représentant les noms communs et
un codt égal a l'arité de la contrainte (autrement dit la taille du mot) pour lesstupprésentant les
noms propres. Nous représentons donc ces contraintes par desrteattables souples dont les tuples
explicites contenus dans la table correspondent aux différents nonmitikgs dans le dictionnaire,
communs ou propres, avec leurs co(ts respectifs. Notons que dan®pgile nous n'avons pas défini
de contraintecy (cy = 0). De méme, nous n'avons pas défini de contraintes unaires portatessur
lettres de l'alphabet0 < i < 19, ¢, (a) = ¢, (b) = -+ - = ¢,(2) = 0). Une illustration partielle des
contraintes du réseau est proposée a la figure 2.4. Par exemple, damsadinter; , le tuple (L,A,U,R,E),
qui correspond a un nom propre du dictionnaire, est associé a ted((taille du mot et arité de la
contrainte), tandis que le tuple (V,0,l,L,E) est associé a un colitde c’est un nom commun. Les mots
n'apparaissant pas dans le dictionnaire sont strictement interdits eepo@sentés implicitement par le
co(t par défaut égal &oo pour toutes les contraintes de ce réseau, qui correspond égaleneaiitau
interdit de ce réseau de contraintes pondérées.

8
o
8
-
)
N

AIN|E]| |0
LIA||O E|IL|I|S|E||5 E|U|[X]| |0
LIE||O E|T|U|ID|E| |0 E|V|E| |3
L|1]||2 FIA|I|R|E||O 1(clI]]o
U|N| |0 LIA|U|IR|E]| |5 I|L|E| |0
VIA| |0 VIIT|E|U[X]| |0 N|II|D||o
table  cotts V|IO|I|L|E]|]|o0 R|1|O]| |3
\{/ fable cotts UINIE | o
Co \F/ VIiI|S]|]|o
1 table colits

\38/

FiG. 2.4 — Les représentations des contraimtgs; etcg en contraintes tables souples.

Linstanciation compléte illustrée dans la figure 2.5 représente un colddgalEn effet, les tuples
sélectionnés pour les contraintes(E,L,S,A), cs (E,L,1,S,E) etes (E,V,E) sont associés respectivement
a des coltd, 5 et 3. Pour les autres contraintes du réseau, les tuples choisis ont toustuegab@

0 : par exemple le tuple (E,T,E) pour la contraimtg le tuple (V,1,S) pourer, etc. Considérant toutes
les contraintes, le co(t total de cette solution est donc égabd 4P 0 PO D 5D 3P0 D0 =

53



Chapitre 2. Le probléme de satisfaction de contraintes pondérées WCSP

12. Le co(t de cette instanciation est donc différent du codt interdit : il s’agit donc d’une solution.
Cependant, il ne s’agit pas d’une solution de co(t optimal. Par contrstdhniation illustrée a la figure
2.6 est une solution optimale de caltPour terminer, I'instanciation compleéte illustrée a la figure 2.7
n'est pas une solution acceptable pour ce réseau de contraintedegesfcontraintes, et cg sont
violées : les tuples (V,I,E,U,E) et (A,L,E) ne sont pas dans les tables efes, il s’agit donc de tuples
implicites et leurs co(ts correspondent au co(t par défaut, c’est a direCes tuples sont donc interdits
et le colt total de cette instanciation est deng.

Il |L |E F | |L |E V
E|IL|S|A E|T|U]|I
E I 1C| I A U[N|E
V| S.R N || D.U
E E|T|E E E|U|X
FIG. 2.5 — Une solution de code®. FIG. 2.6 — Une solution optimale de coilit

AL |E .V

E|T|U]|I

A UIN|E

N || D.U

E E|T|E

FIG. 2.7 — Une instanciation interdite (cofito) : les contraintes; etcg sont violées.

2.2.3 Résolution d'un réseau de contraintes pondérées

L'objectif dans la résolution d’'un réseau de contraintes pondéréesoteme de satisfaction de
contraintes pondéré (appelé aussi WCSP pour Weighted Constrairfa&airs Problem) est de trou-
ver une solution optimale pour ce réseau. Tout comme dans le cadre téenmes de satisfaction de
contraintes, une fois un probléme modélisé sous la forme d’'un réseauntlaictes pondérées (abordé
dans la section précédente), la démarche consiste a le faire résoudnespdveur. Nous ne reviendrons
pas plus en détail ici sur le solvedibsCon utilisé pour résoudre les WCSP dans le cadre de la these et
déja présenté dans la section 1.1.3. Cependant, précisons que nosistisi le solveuf oul Bar28
(version 0.9) a titre de comparaison pour les différentes contributionsigue avons proposées dans
le cadre WCSPT'oul Bar2 est actuellement le solveur le plus efficace pour la résolution des WCSP. Il
s’agit d'un solveur libre développé en C++ tenant son nom de I'efotmun de développement par
des équipes déououse et dBarcelone. Il propose des techniques de stratégies de recherche complete
mais également des stratégies de recherche incompléte a travers la bibkatigmporée appelée IN-

8ToulBar2 weighted constraint satisfaction solver website : https ://mult¢gbtuse.inra.fr/projects/toulbar2/
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COP [Neveu et Trombettoni, 2003]. Nous allons aborder dans cette [zacienplexité représentant la
résolution d'un WCSP et les différentes techniques qui existent poéstridre.

Probléme d'optimisationNP-Di ffi cil e

En passant du cadre des CSP au cadre des WCSP, nous avons dbaragégorie de probleme. Il
ne s'agit plus ici d'un probleme de décision comme c’est le cas pour lesn@8&plutbt d'un probleme
d’optimisation. Les WCSP font partie de la classe des problétieBifficiles . Comme expliqué
dans la section 1.1.3, un probléme-Difficile n’est pas obligatoirement daNg et il est au moins
aussi difficile que tous les problémes appartenant a la ciBgen ce sens, il est au moins aussi difficile
gu’un problemeNP-Complet ). En d’autres termes, le probléme WCSP est au moins aussi difficile que
le probléme CSP : en effet, on ne se contente pas de trouver une solutioW&8P, on cherche la
meilleure solution !

Les WCSP correspondent a des problemes d’optimisation combinatoireagit de trouver dans
I'ensemble fini des solutions (généralement conséquent) de ces preb@awution la meilleure selon
une fonction dobjectif ou économiqueyui est le critere caractérisant la qualité d’'une solution pour ce
probléme. Dans la majorité des cas, les techniques pour résoudre bEsr@®e consistent a optimiser,
c’est a dire minimiser ou maximiser selon le cas, cette fonction d’objectif. Léisploptimisant la fonc-
tion d’objectif définie pour un probleme représente une solution optimale Bob&me. Un algorithme
basé sur la méthode géparation et évaluatiofappelée ausgs& B pourBranch and Bounpreprésente
pour le moment la meilleure approche compléte pour trouver la solution optimatephatdemes d’op-
timisation combinatoire. Pour les problémes vraiment difficiles, des appragipesximatives (et donc
incomplétes) existent et permettent généralement de trouver une "bsolngdn (c’est a dire proche
de la solution optimale ou la solution optimale elle-méme dans certains cas) dans sma&uapnable.
Nous présentons ces deux types de méthodes dans les sections suivante

Méthode de résolution compléte : Séparation et Evaluation (B&B pouBranch & Bound)

La méthode compléte deéparation et évaluatiopermet donc notamment de résoudre des problémes
d’optimisation dont le but est défini par :

min F(s)scs, (2.6)

ou

max F(s)ses, 2.7)

ou F' est la fonction d’objectif a minimiser (maximiser) & représente 'ensemble des solutions du
probléemeP. Elle se compose de trois procédures principales [Teghem, 2012] :

— Procédure deéparation: elle consiste a diviser chaque probléme (ensemble de solutions) en
sous-problémes (sous-ensembles de solutions). Ces divisionssuesasnt représentées par un
arbre dont la racine représente le probléeme d’origine et les autressriesusbus-problémes qui
en résultent. La maniére de diviser et le nombre de sous-problémes @btéssue de chaque
division sont variables et ajustables selon le probleme traité. Aucune sohiéist supprimee
durant la séparation qui vérifie :

n

sy =s, (2.8)

i=1
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ou SS) représente un sous-ensemble de solutions parmi lesus-ensembles obtenus aprés la
séparation de I'ensemble de solutidhs

— Procédure dvaluation: elle consiste a obtenir un minorant de la valeur optimale de la fonction
d’'objectif d'un sous-probléme : il s’agit d'une borne inférieure fresupérieure) dans le cas d'une
minimisation (resp. maximisation) définie par :

Ib; < Fy = min F(s) (2.9)

SESS)

Soitib; la borne retournée par la fonction d’évaluation pour le sous-probﬁé}%etﬁi la valeur

optimale de la fonction objectif du sous—probléﬁf@. L'efficacité d’'un algorithme deéparation

et évaluatiordépend directement de la qualité de la borne retournée par la foncticaludiéon,
autrement dit I'écarf; — Ib; doit étre le plus faible possible. Séita solution optimale parmi les
solutions déja trouvées pour le probléfeavecF = F(3). Un nceud est disondési [b; > F.

Si un nceud analysé est qualifié de ncsaddé alors il est inutile de continuer a progresser dans
ce sous-probleme dont la meilleure solution que I'on puisse espérer \etreaymoins bonne,
d’aprés la valeur du minorant, que la meilleure solution trouvée a ce momentxgéfation.
La branche de ce sous-probléme peut donc étre ignorée (coupéahgaiétude et on revient en
arriére dans l'arbre de parcours. Si le nceud n’esspasé on peut toujours espérer améliorer la
solution optimale trouvée en continuant d’'explorer les branches réssl@dmiaséparationde ce
nceud.

— Procédure deheminement elle représente la maniére d’explorer I'ensemble des solutions du
probléme d’origine et elle est dépendante des procédures d’évaleatierséparation.

Nous verrons donc dans la section 2.4 que la stratégie de recherchigiolaplus utilisée pour le
WCSP consiste effectivement en une recherche arborescente deépgration et évaluatiorA partir
du probleme d'origine, |@éparationen sous-probléemes a chaque nceud de I'arbre sera réalisé par les
choix d’affectation de valeur pour les variables, plus ou moins efficacepss le biais d’heuristiques
de choix. Chacun des sous-problémes ainsi obtenu pourr@&&heépar des méthodes de calcul de
minorants abordées dans la section 2.3. Une borne inférieure pourechags-probléme, soit obtenue a
partir du sous-probléeme devenu cohérent (comme expliqué dans lesis&8d et 2.3.3), soit calculée
par des fonctions d’estimation n’utilisant pas les cohérences localeesqaepmme expliqué dans la
section 2.3.5), sera exploitée pour évaluer le sous-probleme. En effegus-problémes remontant une
borne inférieure ne permettant pas d’améliorer la meilleure solution déjaéeaey seront paseparés
et la branche correspondante dans I'arbre ne sera pas explaréetour en arriére sera alors réalisé.

Méthodes de résolution incomplétes : heuristiques et méta-heurigues

Lorsque les problemes d’optimisation combinatoires sont complexes au peitda qnéthode deé-
paration et évaluatiome permet pas d’obtenir dans un temps acceptable une solution prouméeco
étant solution optimale (voir méme aucune solution), les méthodes incompgietass{igueset méta-
heuristique¥ parviennent généralement a déterminer une "bonne" solution, ciést @ane solution dont
la valeur de la fonction objectif peut s’avérer étre proche (ou égale,saaspouvoir le prouver) de la
valeur optimale de la fonction objectif du probléme. Les meilleures méthodes itet@sgont celles
qui vont retourner une "bonne" solution le plus rapidement possibteniPas méthodeseuristiques
on trouve les approchgmr constructionet gloutonnegjui construisent une solution au fur et a mesure,
puis les approches decherche localgui améliorent une solution initiale par transformations succes-
sives jusqu’a I'obtention d'une solution meilleure (selon la fonction d'difjecla nouvelle solution
obtenue aprés chaque itération représente une génération et appart@isinage (des solutions trés

56



2.2. Réseaux de contraintes pondérées

proches, c’est a dire présentant peu de différences) de la solwiten génération précédente. Leurs
constructions étant basées la plupart du temps sur la structure du pr@btésmidre (plus précisément
une structure de voisinage bien définie), bearistiquegprésentent malheureusement I'inconvénient de
retourner généralement une solution correspondant a un optimum élzefahction d’objectif (pour ce
voisinage) et non un optimum global (minimums locaux et globaux dans le dadre minimisation).
Comme illustré a la figure 2.8, la fonction d’objectif est souvent représqaean paysage (plan) ou
les abscisses représentent les instances de solutides ordonnées les valeurs de la fonction d’objectif
pour ces solutiong’(s). La courbe liant les valeurs des fonctions d'objectif des différentkgisns
forme des "vallées" et des "cols". L'optimum local (minimum local dans ne#g) pour un voisinage de
solutions est la solution pour laquelle la fonction d’objectif est minimale dansali&®’ formée par ces
solutions.

diversification

minimum local

- minimum global

FiG. 2.8 — Diversifier pour s’échapper d’'un minimum local, intensifier pouiratte le minimum global.

Pour pallier cet inconvénient, des méthodes plus générales, appeéeseuristiqueont été pro-
posées afin de proposer des modeles pour ne plus bloquer sur cesnogplicaux et parvenir ainsi a
atteindre un optimum global (du moins s’en approcher) grace a l'utilisatiodififgentes techniques
paramétrables. Nous distinguons deux grandes familleséla-heuristiquesles méta-heuristiquede
recherche localeet lesméta-heuristiques évolutionnaireSes familles, basées sur la transformation de
solutions admissibles, different dans le sens ou lors de chaque itératiechiarche locale considéere
la transformation d’'une unique solution tandis que I'approche évolutiomcaimsidére la transforma-
tion d’une population de solutions. Cependant, I'efficacité de ces denilida de méta-heuristiques
résulte dans la mise en place de deux mécanismésterisificationet la diversification(figure 2.8).

L’ intensificationconsiste a effectuer les transformations qui améliorent la fonction diifbjiecla (ou
des) solution(s) courante(s) : il s’agit en fait de "s’enfoncer" lesglassible dans une "vallée" jusqu’a
atteindre un optimum local (qui est peut étre un optimum globaldilarsificationconsiste a accepter
de dégrader la fonction d’objectif de la (ou des) solution(s) courgraé(sde s’échapper d’un minimum
local : il s’agit de "s’échapper” d'une vallée en passant par uil,"oeprésentant une dégradation (plus
ou moins forte selon la hauteur du "col" escaladé) de la fonction d’'objedtif,de "s’enfoncer" en-
suite dans une "vallée" qui contiendra peut étre soit un optimum globaljrsoiptimum local meilleur
(voir aussi un optimum local moins bon...). Parmi heéta-heuristiquesle recherche locale on peut
citer le recuit simulé[Kirkpatrick et al, 1983] et larecherche avec taboyslover, 1989] et pour les
méta-heuristiques évolutionnairdsy a les algorithmegénétiquegHolland, 1975, Goldberg, 1989] et
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ceux basés sur lemlonies de fourmifDorigo et al., 1996]. L'inconvénient dekeuristiquest deanéta-
heuristiquesprovient du fait qu’elles nécessitent un travail important de paramétyaigest spécifique
a chaque probléme : en effet, une de ces méthodes peut trés bien foactwac certains problémes et
moins bien avec d'autres. Ce paramétrage consiste a définir les typessferrations a effectuer et
les criteres de sélection des meilleurs individus d’'une génération de s@)téonne autre, la maniére
d’alterner les phasesidtensificationet dediversification les critéres d’'arrét : intensifier durant com-
bien d'itérations ? diversifier pendant combien d’itérations ? combien akitérs pour trouver 'optimum
global ? Il est intéressant de noter également que les méthodes appiesnpauvent étre employées
conjointement avec une approche compléte. En effet, la solution trouxterpathode incompléte, sup-
posée de bonne qualité, peut étre utile dans une approd@pdeation et évaluationelle peut servir de
borne supérieure et peut permettre de détecter des noeuds song@sleCators d’approchdsybrides
Bien évidemment, ces méthodes approximatives que nous venons degrgsewvent également étre
exploitées dans le cadre WCSP, une description étant proposée dactda 2.5.

Les solveurs de contraintes, exploitant les méthodes de résolution conmgpipliesiées précédem-
ment, résolvent donc les WCSP en alternant des phases de rectsggheation) et des phases d'infé-
rence (évaluation). Nous présenterons donc tout d’abord cespteses et leurs particularités dans les
sections 2.3 et 2.4. Ensuite, nous présenterons également quelquedaa@baésolution incomplétes
adaptées au cadre WCSP dans la section 2.5.

2.3 Inférence

Des cohérences locales (souples) ont également été proposéds dadee WCSP et permettent
comme nous le verrons une résolution plus efficace. Au dela de simplifiéseau en supprimant des
valeurs des domaines qui ne peuvent participer a une solution, comrkcas dans le cadre des CSP,
ces cohérences sont basées sur le calcul d’'un minorant représerdgdorne inférieure du colt de n'im-
porte quelle solution pouvant étre obtenue dans ce réseau et suppnsidesbranches de recherche
ne permettant pas d'obtenir de meilleure solution que la meilleure solution trjusgtea présent, c’est
a dire la borne supérieure. De plus, le calcul de ces bornes peuinégrlétre utilisé pour obtenir des
informations sur les variables et les valeurs et permettre ainsi de renfescheuristiques utilisées pen-
dant la résolution en déterminant des bons candidats, basés sur le deitéri@imalité des colts des
solutions auxquelles elles peuvent appartenir. Il est inutile de préciseplgs une borne inférieure est
de qualité, plus une recherche arborescente par séparation ettiévaks efficace. Nous distinguons
deux maniéres de calculer cette borne inférieure. D'une part, la beutedpnc étre obtenue par I'éta-
blissement de cohérences grace a des transformations présergaivblénce des réseaux. En fonction
d’une cohérence plus ou moins forte établie, nous verrons que la bbteeue sera plus ou moins de
bonne qualité. D’autre part, nous verrons qu'une borne peut égalétne obtenue sans modification du
réseau par une estimation par calcul de cette borne : il s’agit d'unesstinsation du co(t de n'importe
guelle solution pouvant étre obtenue dans ce réseau. Nous abowmseats deux types d’approches
dans les sections suivantes.

2.3.1 Transformations préservant I'équivalence

Les cohérences locales souples présentées dans les sections 23332t étre établies grace a des
transformations préservant I'équivalence d’'un réseau (notéeeisttP T pour Equivalence Preserving
Transformation) et introduites par la définition 37. Ces opérations spetégs aussransferts de colts
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car elles consistent a transférer des codts eftante les différentes contraintes du réseau. La nature
d'une EPT est caractérisée par le type de contrainte a la source du transfert ¢ léerycontrainte a la
destination du transfert : la contraireaire ¢y, une contrainte unaire ou une contrainte binaire/n-aire.
Toute séquence HPT transforme donc un WCSP en WCSP équivalent. Nous présentons iobikes tr
EPT de base nécessaires pour établir les cohérences présentées @atiotassivante : il s’agit de la
projection de I'extensioret de laprojection unairgSchiex, 2000, Larrosa, 2002].

La projection

L'opération deprojectionconsiste a transférer des co(ts depuis une contrainte binaire ou nsaire ju
gu'a une contrainte unaire. Considérons l'algorithme 12 : il s’agit dgefgpa partir de la contrainte
souple binaire ou n-aires un colta sur la contrainte souple unairg, et plus précisément sur le codt
affecté par la contrainte, a la valeura, c’est a direc, (a). Autrement dit, a la maniére d’une factorisa-
tion, le coltx est ajouté au colt représenté pafa), puis il est soustrait de tous les tuples appartenant
a la contrainte:g et contenant la valeur pour la variabler de la portée deg. Le colta est positif et il
est inférieur ou égal au colt minimal des codts des tuples contenantla (vale) dans la contraintes.
L'objectif direct de cette opération est de déplacer les codts du réseavesu des variables et plus pré-
cisément au niveau des contraintes unaires portant sur ces varidblesverrons dans la suite que cela
va permettre de déceler et de supprimer plus efficacement les valeuréiiectes dans les domaines.

Algorithm 12: projectiongg : contrainte soupley, : variable,a : valeur,« : entier)

1 Prérequis:z € S Aa € dom(x) N0 < a <min{cs(T) | T €l(S)AT[x] =a}
cp(a) — cp(a) ®da;

2 pour chaquer € [(S) | T[z] = a faire

3 | es(r) —cs(r) ©as

Exemple 11 Considérons le réseau introduit dans I'exemple 10 : nous souhaitarjster un co(t
de 1 depuis la contrainte binaire,, vers la contrainte unaire.,(a), c’est a dire réaliser I'opération
projectiong,..,z,a,1) dans ce réseau. La figure 2.9(a) représente la répartition des coats aette opé-
ration avec notamment,(a) = 0, czz((a,a)) = 1 eteg.((b,a)) = 1 qui sont grisés car directement
impactés. Dans un premier temps, un coltldest ajouté au coQt affecté par la contrainte unadte

a la valeura, ce qui est représenté par I'actionl sur c,(a) dans la figure 2.9(b). Dans un deuxiéme
temps, un colt de est retiré aux codts affectés par la contrainte binaigg aux tuples contenant la
valeura pour la variablez, ce qui est représenté par les action$ surc,.((a,a)) ete,.((b,a)) dans

la figure 2.9(b). La figure 2.9(c) représente la répartition des coltesmette opération : les colts
cz(a) = 1, ezx((a,a)) = 0 eteg.((bya)) = 0 ont évolué. De plus, nous constatons bien dans cet
exemple que le réseau obtenu aprés 'opération de projection est déepiivau réseau d’origine. En
effet, considérons par exemple l'instanciation complete {(x,a), (y,b), (z,a)} : dans le réseau re-
présenté dans la figure 2.9(a), nous avalg) = ¢y & cx (1) B cy(L) B c2(I) & czz(I) B ¢y (1) =
1® cp(a) ® cy(b) ® cz(a) ® cpz((a,a)) ®cyz((bya) =10100600 160 = 3; dans le réseau
représenté dans la figure 2.9(c), nous avons toujolfl = 1610010050 = 3.

9Transférer un colt nul est possible, mais cela ne sert bien évidenpae a grand chose car le réseau reste inchangé
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Cx
Cp x | cout Cos Cyz
1 1 T |z | cout y |z | cout
b 0 a la 1 a la )
Cy C, a|b 0 a|b 1
y | cout z | cout b |a 1 b la| O
1 0 b |b 0 b |b 1
b 0 b 2
(a) Réseau initial
co . a b
1
. SEIREN
)
(b) projection¢, .,z,a,1) dans le réseau
Cx
Cy T | cout Cop Cyz
1 a 1 x |z | cout y |z | cout
b 0 ala 0 a |a )
Cy C, a|b 0 a|b 1
y | cout z | cout b la| ‘0 b |a 0
1 a 1 b b 0 b b 1
b 0 b 2

(c) Réseau équivalent obtenu apres projectigng,a,1)

FiG. 2.9 — L'opération de projection.
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L'extension

Alinverse de la projection, 'opératioextensiorconsiste a transférer des codts depuis une contrainte
unaire jusqu’a une contrainte binaire ou n-aire. Considérons l'algorittBneil s’agit de transférer a
partir de la contrainte souple unaitg(a) un colta sur la contrainte souple binaire ou n-aife Cette
fois-ci, dans l'idée d’'un développement, le caliést ajouté a tous les tuples appartenant a la contrainte
cg et contenant la valeurpour la variabler de la portée deg, puis il est soustrait de la contrainte unaire
c;(a). Le colta est positif et il est inférieur ou égal au caf{a). L'objectif direct de cette opération est
de déplacer les colts du réseau au niveau des tuples. Nous vanaria duite que cela va permettre de
déceler et de supprimer des tuples incohérents, mais également derératis$écolits d’une contrainte
unaire a une autre.

Algorithm 13: extensionés : contrainte souples; : variable,a : valeur,« : entier)
1 Prérequis:z € SAa € dom(z) N0 < o < ¢g(a)

2 pour chaquer € [(S) | T[z] = a faire
3 L cs(T) —cs(T) D a;

4 cx(a) «— cz(a) S a;

Exemple 12 Considérons le réseau illustré a la figure 2.10(a) : nous souhaitons tendcolt de

1 depuis la contrainte unaire:,(b) vers la contrainte binairec,,, c’est a dire réaliser I'opération
extension{,.,z,b,1) dans ce réseau. La figure 2.10(a) représente la répartition des @ast cette
opération avec notammeat(b) = 2, ¢,.((a, b)) = 1 ete,.((b, b)) = 1. Dans un premier temps, un codt
de1 est ajouté aux codts affectés par la contrainte binajjeaux tuples contenant la valedérpour la
variable z, ce qui est représenté par les actiops$ surc,.((a, b)) etc,.((b,b)) dans la figure 2.10(b).
Dans un deuxiéme temps, un codtldest retiré au colt affecté par la contrainte unairga la valeur

b, ce qui est représenté par I'actionl sur c,(b) dans la figure 2.10(b). La figure 2.10(c) représente
la répartition des colts aprés cette opération : les caQ{®$) = 1, c,.((a,a)) = 2 etcy.((b,a)) = 2

ont évolué. De plus, nous constatons la aussi dans cet exemple géseburobtenu aprés I'opéra-
tion d'extension est équivalent au réseau d'origine. En effet, cormidépar exemple l'instanciation
complétel = {(z,a),(y,b),(z,b)} : dans le réseau représenté dans la figure 2.10(a), nous avons
V(I) = qpdea(Doey(D@es(D@cas (D By (1) = 1oea(a) ey (b)des (0)Dea((a, b)) Dey((b,b) =
119002004 1 = 5; dans le réseau représenté dans la figure 2.10(c), nous avons teujou
V) =1212001003H2=>5.

Comme nous l'avons dit, éxtensiorcorrespond a I'opération inverse dedmjection Bien que les
co(ts transférés par les transformations préservant I'équivalersann pas négatifs, nous admettrons par
convention que I'extension correspond a une projection d'un coitifiéD’une part, nous verrons que
cette convention est trés importante pour établir la cohérence d’arc sjpiipiale OSAC présentée dans
la section 2.3.3. D’autre part, c’est cette convention que nous avons pour notre implémentation.

La projection unaire

L'opération de projection unaire consiste a projeter des colts depuisomti@inte unaire jusqu’a
la contrainted-aire ¢y. Considérons I'algorithme 14 : il s’agit de projeter a partir de la contramiiple
unairec, un colta sur la contraintey. Le colta est soustrait depuis la contrainte unaiggoour chaque
valeura appartenant au domaine depuis il est ajouté a la contraintg. Le colta est positif et il est
inférieur ou égal au colt minimal des colts unaires des valeurs du dodwlaevariabler. L'objectif
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Cy
Cp x | cout Co Cyz
1 1 r |z | cout Yy |z | cout
b 0 a la 0 a la )
Cy C, a|b 0 a|b 1
y | cout z | cout bla| O bla| O
a 1 a 1 b |b 0 b |b 1
b 0 b 2
(a) Réseau initial
co . a b
1
(b) extensiond,.,z,b,1) dans le réseau
Cx
Cy T | cout Cop Cyz
1 a 1 x |z | cout y | 2 | cout
b 0 a |a 0 a |a )
Cy C, a|b 0 a|b 2
y | cout z | cout b |a 0 b |a 0
1 a 1 b b 0 b b 2
b 0 b 1

(c) Réseau équivalent obtenu aprés extensjgry,b,1)

FiG. 2.10 — L'opération d’extension.
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direct de cette opération est de rassembler les colts du réseau damsdata:; et nous verrons dans
la suite que cela va permettre de calculer une borne inférieure pour d&irése

Algorithm 14: projectionUnairef : variable,« : entier)
1 Prérequis: 0 < o < min{cy(a) | a € dom(x)}

2 pour chaquevaleura € dom(x) faire

3 | cula) —cula) oo,

4 cp—cpDa,

Exemple 13 Considérons le réseau illustré a la figure 2.11(a) : nous souhaitons ggalise projection
unaire d’'un co(t del depuis la contrainte unaire, vers la contrainte binaire, c’est a dire réaliser
I'opération projectionUnaireg,1) dans ce réseau. La figure 2.11(a) représente la répartition des codts
avant cette opération avec notammept= 1, c,(a) = 1 etc,(b) = 1. Dans un premier temps, un codt
de 1 est retiré aux co(ts affectés par la contrainte unaigeaux valeursa et b, ce qui est représenté
par I'action &1 sur c,(a) etc,(b) dans la figure 2.11(b). Dans un deuxiéme temps, un codt ek
ajouté au codt de la contraintgy, ce qui est représenté par I'actionl sur ¢y dans la figure 2.11(b).
La figure 2.11(c) représente la répartition des codts apreés cette oparalés coltsy = 2, c,(a) =0
etc,(b) = 0 ont évolué. De plus, nous constatons la encore dans cet exemple gegedel obtenu
aprés l'opération de projection est équivalent au réseau d'origineeffet, considérons par exemple
l'instanciation completd = {(z,a), (y,b), (z,b)} : dans le réseau représenté dans la figure 2.11(a),
nous avonsV(I) = ¢y @ cz(I) ® cy(I) ® cz(1) ® ca(I) ® cyz(I) = 1 D cx(a) @ cy(b) @ c.(b) @
Ce2((a,0)) ey ((b,0) =101000 10 0d2 =5, dans le réseau représenteé dans la figure 2.11(c),
nous avons toujour¥(I) =21 0600062 = 5.

Nous allons voir dans la section suivante que I'objectif de ces transkedst est de centraliser les
différents codts d’'un réseau.

2.3.2 Cohérences locales souples

Dans un souci de clarté et de simplicité, nous présenterons ces aodgtecales souples dans le
cadre de réseaux binaires. De plus, nous supposerons I'existecoaimaintes unaires portant sur cha-
cune des variables du réseau. Les réseaux utilisés dans les exemplessgs sur la méme structure que
le réseau introduit dans la figure 2.9(a), c’est a dire avec les variaples: et les contraintesy, c;.
etey., seuls les codts (unaires ou binaires) peuvent étre différents. Aqueteres différentes cohérences
ont été généralisées au cas n-aire dans [Cooper et Schiex, 200he3et al, 2008, Lee et Leung, 2009,
Cooperet al,, 2010, Lee et Leung, 2010].

La cohérence de nceud NC[Larrosa, 2002]

Définition 47 (Cohérence de nceud N§ Une valeur(x, a) est nceud-cohérente (N)Gi ¢y @ ¢, (a) <

k. Une variablez est nceud-cohérente (NCsi toutes les valeurs appartenantdam(z) sont nceud-
cohérentes et s'il existe au moins une valéura) telle quec,(a) = 0. La valeur (z,a) est alors
appelée support de la variable Un réseau est noceud-cohérent (N6 toutes les variables appartenant
a ce réseau sont nceud-cohérentes.

L'idée de cette propriété est que, au dela de supprimer les valeurs andemas solution de co(t
interdit, si les colts unaires de toutes les valeurs pour une variableifférerts de0, c’est qu'il est
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Cx
Cp x | cout Cos Cyz
1 1 r |z | cout Yy |z | cout
b 0 a |a 0 a |a )
Cy C, a|b 0 a|b 2
y | cout z | cout b la| O b la| O
1 1 b |b 0 b |b 2
b 0 b 1
(a) Réseau initial
co . a b
(b) projectionUnairef,1) dans le réseau
Cx
Cy T | cout Cop Cyz
2 a 1 x |z | cout Yy | 2 | cout
b 0 a |a 0 a |a )
Cy C, a|b 0 a|b 2
y | cout z | cout b |a 0 b |a 0
1 a 0 b |b 0 b b 2
b 0 b 0

(c) Réseau équivalent obtenu apres projectionUnairke(

FiG. 2.11 — L'opération de projection unaire.
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encore possible d’effectuer une projection unaire depuis cette vagatlaugmenter la contraintg).

La cohérence de nceud d’'un réseau va étre établie par la méd@dalgorithme 15) en deux phases.
Dans une premiére phase, la méthaadeiverSupporialgorithme 16) obtient une valeur support pour
chaque variable de ce réseau grace a des projections unairgsdun colta égal au colt minimal
des codts unaires des différentes valeurs de chacune de ces garidiiens qu'il n’est pas encore
utile pour l'instant de s’intéresser a la struct@epp (ligne 1) qui est une optimisation utilisée dans les
algorithmes pour les cohérences présentées par la suite. Il faut ietepie I'on sélectionne la valeur
de la variable pour laquelle le coOt unaire correspond au colt miini2dns une deuxiéme phase, la
méthodsfiltrerDomaine(algorithme 17) supprime dans les domaines les valeurs qui ne sont pes noeu
cohérentes. Si un domaine vide apparait en établissant la cohéremmudealu réseau, alors celui-ci est
nosud-incohérent et faux est retourné, sinon vrai est retourmésdau obtenu est alors noeud-cohérent.

Algorithm 15: NC* (P = (X, C, k) : WCSP) : Booléen

1 pour chaquevariablex € X faire
2 | trouverSupport()

3 pour chaquevariablez € X faire
4 sifiltrerDomaine() alors

5 sidom(z) = () alors

6 | Retourner faux

7 Retourner vrai

Algorithm 16: trouverSupports : variable)

1 Supp(:r) - argminaedom(x){cw(a')}
2 a = cy(Supp(x))
3 projectionUnairet, o)

Algorithm 17: filtrerDomaine { : variable) : Booléen

1 suppressior— faux

2 pour chaquevaleura € dom(x) faire
3 Sicy ® cx(a) = k alors

4 L dom(x) «— dom(z) \ {a}

5 suppressior— vrai

6 Retourner suppression

L'algorithmeNC* (algorithme 15) pour établir la cohérence de nceud BlGne complexité en temps
O(nd) oun correspond au nombre de variabled & taille maximale parmi les domaines des variables,
et une complexité en espacénd).

Exemple 14 Le réseau WCSP (avéc= 4) illustré dans la figure 2.12(a) n’est pas N@arce que les
variablesz ety ne sont pas NC: il existe une valeur dans le domaine de la variablgui n’est pas NC,

margminaedom(z) {cz(a)}, ou argument minimum de la fonction de ceft représente la valeur du domaine de la variable

x de colt minimal
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en l'occurrencgz, b) car ¢, (b) = 4 = k, puis la variabley ne posséde pas de support. Pour établirNC
sur ce réseau, une projection unaire d’'un co(t égalest tout d’abord effectuée a partir de la contrainte
¢y (cp estincrémentée de afin d’obtenir une valeur support pour la variablge en I'occurrencgy, a).
Ensuite, la valeur noeud-incohérerte b) est supprimée du domaine delLe réseau obtenu a la figure
2.12(b) est NC.

(a) Réseau non NCT (b) Réseau NC

FIG. 2.12 — Deux réseaux WCSP équivalents (avee 4).

Dans cet exemple, nous avons montré qu’établir la cohérence de nogusuNCe réseau nous a
permis d’augmenter (et donc d’améliorer) la borne inférieyreorrespondante. La cohérence de nceud
NC* représente la cohérence locale souple basique, et nous allons vojrppie encore étre améliorée
en utilisant une cohérence locale plus forte que Ndtamment la cohérence d’'arc AC

La cohérence d’'arc AC* [Larrosa, 2002, Larrosa et Schiex, 2003]

Définition 48 (Cohérence d’arc AC") Une valeur(z, a) est arc-cohérente (AC) pour la contraintg,
s'il existe une valeu(y, b) telle quec,,(a,b) = 0. La valeur(y, b) est alors appelée support (simple)
de la valeur(z, a) dansc,,. La variablex est arc-cohérente si toutes les valeurs appartenafira(z)
sont arc-cohérentes dans toutes les contraintes binaires couvrdi réseau est arc-cohérent (AGsi
toutes les variables appartenant & ce réseau sont arc-cohérenf@s{Aceud-cohérentes (NC

L'idée de cette propriété est que s'il n'existe aucun support pourvateur dans une contrainte,
c’est qu'il est possible de ramener des colts depuis cette contrair&ecirt unaire de cette valeur et
potentiellement transférer des codts depuis la contrainte unaire cardesye sur la contraintg.

La cohérence d’'arc (AQ d’'un réseau peut étre établie efficacement par I'algoritA@&001(algo-
rithme 18), proposé par [Larrosa, 2002] et inspiré de l'algorithmegséppar [Bessiére et Régin, 2001]
dans le cadre CSP (abordé dans la section 1.2.2 du chapitre 1). Erscde@nstructures particuliéres
sont utilisées : la structur8upp(x, a,y) pour stocker la derniére valeur support trouvée pour la valeur
(x,a) dans le domaine de la variabjgour la contrainte,,, puis la structureSupp(x) pour stocker la
valeur support courante pour la variableAvant d'établir la cohérence d’arc sur un réseau, celui-ci doit
étre noeud-cohérent (NT A partir d’un réseau NG une queue de propagatiGhcontenant initialement
toutes les variables du réseau est alors parcourue. Tant que ceteergest pas vide, une variable est
prélevée. Dans une premiére phase, la méthmdserSupportSimpléalgorithme 19) obtient un sup-
port dans toutes les contraintes du réseau couvrant cette variablehamure valeur appartenant & son
domaine. Il n'est pas utile pour l'instant de s’intéresser a la strudtUtigne 7) exploitée dans les algo-
rithmes présentés pour les cohérences suivantes. Ensuite, pouealzi@ble du réseau, on supprime
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les valeurs qui ne sont pas N@ia la méthoddiltrerDomaine(les transferts de codts sur des valeurs ont
pu les faire devenir nceud-incohérentes) : si un domaine vide appapaitciessus est arrété (ligne 10),
sinon toute variable dont au moins une valeur a été supprimée du domaijeugst alans la queue de

propagatiorny).

Algorithm 18: AC*2001 P = (X, C, k) : WCSP) : Booléen
1 siNC*(P) alors
Q—X
tant que Q # () faire
Choisir et éliminery deQ
pour chaque contraintec,, faire

si trouverSupportSimple( y) alors

| R—RuU{x}

N o o b~ N

pour chaquevariablex € X faire
9 si filtrerDomaine() alors
10 L sidom(z) = () alors Retourner faux

11 Q <~ Qu{z}

12 Retourner vrai
13 sinon
14 LRetournerfaux

La méthoddrouverSupportSimplpermet de trouver des supports pour les valeurs de la vatiable
dans le domaine de la variabjgour une contrainte,,. Pour toutes les valeu(s, a) qui le nécessitent,
c’est a dire celles dont le dernier support trouvé et stocké damg(z, a,y) n'appartient plus au do-
maine courant dg, on cherche dans le domaine de la variajle valeurb pour laquelle le colt,, (a, b)
correspond au colt minimidldans la contrainte,,. Cette valeu(y, b) trouvée devient alors la nouvelle
valeur Supp(z, a,y). Ensuite, une projection d’'un colt égakg,(a, Supp(x,a,y)) est effectuée sur
¢;(a). Une fois toutes ces variablés, a) parcourues, on cherche une valeur support pour la cohérence
de nceud N€de la variabler. La valeur booléenngansfertEffectugrécise si une projection a été réa-
lisée et si la variable doit étre ajoutée dans la quBudont 'utilité sera détaillée dans les prochaines
cohérences locales.

Algorithm 19: trouverSupportSimpler(: variable,y : variable) : Booléen
1 transfertEffectue— faux

2 pour chaquevaleura € dom(x) telle queSupp(z, a,y) ¢ dom(y) faire
Supp(x, a,y) = argminyedqom(y)iczy(a,b)}

a = czy(a, Supp(z, a,y))
Sicz(a) = 0 A a > 0 alors transfertEffectue— vrai
projection¢,,,x,a,c)

w

(o2 RN &) N S

7 trouverSupport()
8 Retourner transfertEffectue

nargmz'nbgdom(y){cmy(a, b)}, ou argument minimum de la fonction de ceflt,, représente la valedrdu domaine de la
variabley pour laquellg(a, b) est de colt minimal dans.,
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Dans le cadre d'un réseau binaire, I'algorithi@*2001 (algorithme 18) pour établir la cohérence
d'arc AC* a une complexité en temg3(n2d?) et une complexité en espac¥ed) ou n correspond
au nombre de variables,au nombre de contraintes @est la taille maximale parmi les domaines des
variables.

Exemple 15 Le réseau WCSP (avéc= 4) illustré dans la figure 2.13(a) est NGnais il n’est pas AC
parce que les variableg et z ne sont pas AC: la valeur (y, a) (resp. la valeur(z, b)) ne posséde pas
de valeur support dans le domaine de la variabl@esp.y) pour la contraintec, .. Pour établir AC
sur ce réseau, une projection d’un co(t égal ast tout d’abord effectuée a partir de la contrainig
sur ¢, (a) afin d’obtenir une valeur support dans le domaine de la varialyp@ur la valeur(y, a). Cette
opération a pour conséquence de faire apparaitre également unergaipport pour la valeuxz, b), en
l'occurrence la valeur(y, a). Ensuite, pour respecter la cohérence de nosud, N@e projection unaire
d’un codt égal al est effectuée depuig. Le réseau obtenu a la figure 2.13(b) est’AC

=1, a =2 , a
Yy z Y z
O
a a a a
O O
b b b b

(a) Réseau NCmais non AC (b) Réseau ACaprés projectiony,.,y,a,1)

FIG. 2.13 — Deux réseaux WCSP équivalents (dvee4).

Dans cet exemple, nous avons montré qu’établir la cohérence d'drséCe réseau nous a per-
mis d’incrémenter encore la borne inférieuggobtenue précédemment en établissant uniqguement la
cohérence de nceud NCI est important également de savoir que la fermeture d’arc-cohéra@t
n'est pas unique contrairement a la fermeture d’arc-cohérence éibgée dans le cadre CSP, ce que
nous pouvons constater avec la figure 2.14. 1l s'agit du réseawcait &té obtenu si on avait effectué
l'opération projection,.,z,b,1) au lieu de projectiony,.,y,a,1). Ce réseau est bien lui aussi ACe-
pendant on s’apercoit que dans ce cas la, la begrealculée pour le réseau d’origine vautu lieu
de 2, ce qui est moins bon. On remarque donc qu’au dela de la propriétéhéecome d'arc AC la
qualité de la borne obtenue pgrdépend surtout de la séquence de transformations (EPT) réalisée pour
y parvenir. Malheureusement, trouver une fermeture d’arc-cobéreptimale, c’est a dire la séquence
d’EPT établissant AC et maximisant la borney, a été prouvé étre un probléniP-Difficile
[Cooper et Schiex, 2004] si I'on considere des colts entiers. Porierger vers la séquence d’EPT
permettant d’atteindre cette optimalité, ou tout du moins s’en approcheradestes de complexité
polynomiale de la cohérence d’arc AGnt ainsi été proposées. En effet, nous allons voir que la borne
cp peut encore étre améliorée en utilisant des cohérences locales diteftfga’ reposant notamment
cette fois-ci sur la recherche de supports dlitpports complets

La cohérence d’arc compléte FAC [Larrosa et Schiex, 2003, De Givryet al., 2005]

Définition 49 (Cohérence d’arc compléte FAC) Une valeur(z,a) est arc-cohérente compléte (FAC)
pour la contraintec,,, s'il existe une valeuty, b) telle quec,, (a, b) ¢, (b) = 0. La valeur(y, b) est alors
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FiG. 2.14 — Réseau ACéquivalent au réseau de la figure 2.13(a) apres projecetion(,1).

appelée support complet de la valgut, o) dansc,,,. La variablez est arc-cohérente compléte (FAC) si
toutes les valeurs appartenantiém (z) sont arc-cohérentes complétes (FAC) dans toutes les contraintes
binaires couvrantz. Un réseau est arc-cohérent complet (FAGI toutes les variables appartenant a ce
réseau sont arc-cohérentes complétes (FAC) et nceud-cohéfNiaies

Jusgu’a présent nous avons vu que les cohérences locales sN@ilets AC*, afin de transférer
le colt le plus grand possible sur la borge proposent de ramener les codts des contraintes binaires
vers les contraintes unaires en trouvant des supports simples poulecrequr des variables dans un
objectif de centralisation des colts. Au dela des supports simples, laglkelter supports complets va
permettre de ramener sur une contrainte unaire des colts supplémentauast @tre obtenus au dela
des contraintes binaires, c’est & dire depuis les colts unaires ddsdesrxiaisines a cette variable pour
cette contrainte, et bien évidemment de transférer encore plus de col@®etnec.

La méthoderouverSupportCompldialgorithme 20) permet de trouver des supports complets dans
le domaine de la variablg pour les valeurs de la variable pour la contraintec,,. Elle s’appuie
sur deux structure®’[a] et E[b] qui vont stocker pour les valeurs:, a) et (y,b) respectivement le
colt projetable (pour projection) depuis, sur c,(a) et le colt extensible (pour extension) depuis
cy(b) surc,,. Des supports complety, b) sont cherchés uniquement pour les valgurs:) pour les-
quelles la somme,, (a, Supp(z,a,y)) & cy(Supp(z,a,y)) est différente d@. Intuitivement, trouver
un support complety, b) pour (z, a) dansc,, va consister a déterminer les codts transférables depuis
les codtsc,y(a, Supp(z, a,y)) etc,(Supp(z,a,y)) versc,(a) afin d'obtenirc,, (a, Supp(x,a,y)) et
cy(Supp(z,a,y)) égaux a0. Pour cela, une premiére étape (lignes 2 a 5) consiste a déterminer pour
chaque valeu(z, a) la valeur(y, b) pour laquellec,, (a, b) & ¢, (b) est minimat? et de stocker danB/a]
le colt correspondant. Ensuite, une deuxieme étape (lignes 6 a 8)teansiéterminer pour chaque
valeur (y,b) la valeur (z,a) pour laquelleP[a] © ¢,y (a,b) est maximal® et de stocker dan&'[b] le
codt correspondant. Pour finir, on étend pour chaque véleay le colt correspondarit|[b] (ligne 10)
et on projette sur chaque valer, a) le colt correspondan®|a] (ligne 12). Une fois ces différentes
opérations terminées, on cherche une valeur support pour asscod€lence de nceud de la variable

Malheureusement, la cohérence d’arc compléte FA€représente pas une propriété exploitable en
pratique car I'algorithme proposé pour I'établir n’atteint pas nécessairenmepoint fixé*. En effet,
si tout probléeme WCSP peut étre transformé en un réseau équivatecwtarent AC (prouvé dans

ar gminyedom(y) {cay(a,b) & ¢y (b)}, ou argument minimum de la fonctien, (a, b) & c, (b), représente la valedrdu
domaine de la variablg pour laquelle la somme., (a, b) @ ¢, (b) est minimale

Bargmazaedom(z){Pla] © cay(a,b)}, ou argument maximum de la fonctida] & cay(a, b), représente la valeur du
domaine de la variable pour laguelle la somm&[a] © czy(a, b) est maximale

] est cependant intéressant de présenter I'algorithme trouveoBdpmplet car il est utilisé pour établir certaines des
cohérences abordées dans la suite de ce manuscrit
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Algorithm 20: trouverSupportComplet:(: variable,y : variable) : Booléen

1 transfertEffectue— faux

2 pour chaquevaleura € dom(x) telle quecy, (a, Supp(z,a,y)) ® cy(Supp(z,a,y)) > 0 faire
3 Supp(x, a,y) = argmingegom(y){cey(a, b) © ¢, (b)}

4 Pla] = czy(a, Supp(z,a,y)) & cy(Supp(x,a,y))

5 | siPla] >0Ac;(a) = 0alors transfertEffectue— vrai
our chaquevaleurb € dom(y) faire

7 | Supp(y,b, ) = argmaraecqom(z)i Plal © czy(a,b)}

8 | E[b] = P[Supp(y,b,x)] © cay(Supp(y,b, x),b)

9 pour chaquevaleurb € dom(y) faire

10 Lextension@y,y,b,E[b])

11 pour chaquevaleura € dom(x) faire

12 | projection¢,,,z,a,Pla))

]
©

13 trouverSupport()
14 Retourner transfertEffectue

[Larrosa et Schiex, 2004]), on ne peut pas toujours obtenir uauésguivalent qui soit FACcomme le
montre I'exemple suivant.

Exemple 16 Le réseau WCSP (avéc= 4) illustré dans la figure 2.15(a) est A@nais n’est pas FAC
parce que la valeufz, a) ne posséde pas de valeur support compléte dans le domaine de lale@ariab
pour la contraintec,.,. Pour établir FAC sur ce réseau, on cherche donc un support complet pour la
valeur(z, a) selon la méthode trouverSupportComplet. L'état des structures olstelou@nt I'appel a la
méthode trouverSupportComplet est détaillé dans la figure 2.15(b)ctik ges valeurs contenues dans
ces structures, la figure 2.15(c) illustre les opérations de transfert dissaéalisées : une extension d'un
co(t égal al (F[b]) a partir de la contraintec,(b) vers la contrainte,., suivie de la projection d’un
colt del (P]a]) depuis la contrainte,,, vers la contrainte:,(a). Nous obtenons le réseau illustré a la
figure 2.15(d). Ce réseau équivalent n’est toujours pas‘fgaice que la valeu(z, b) ne possede pas de
valeur support compléte dans le domaine de la variabp®ur la contraintec,... Si on réalise cette fois-
ci une recherche de support complet pour la valéur), on s’apercoit que I'on va obtenir a nouveau
le réseau dans I'état illustré a la figure 2.15(a). Il est clair que ce réspa donc pas d'équivalent
vérifiant la propriété FAC.

Pour pallier cet inconvénient, une propriété allégée de la cohérenmecdiapléte FAC a été pro-
posée : il s'agit de la cohérence d'arc directionnelle DAC

La cohérence d’arc directionnelle DAC' [Larrosa et Schiex, 2003, De Givryet al., 2005]

La propriété de cohérence d’arc directionnelle DA€présente une version allégée de la cohérence
d’arc compléte FAC dans le sens ol les recherches de supports complets vont étre effestmdes
contraintes selon un ordre fixé des variables raté

Définition 50 (Cohérence d’arc directionnelle DAC) Une valeur(x, a) est arc-cohérente direction-
nelle (DAC) par rapport & un ordre< sur les variables si elle posséde un support complet dans toute
contraintec,,, telle quex < y. La variablex est arc-cohérente directionnelle (DAC) si toutes les valeurs
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Supp(z,a,z) =b
ca = 0 a b Pla] = ¢z2(a,b) © c.(b) =1
0=Y x
Supp(z,b,z) = a
P[b] = ¢p.(b,a) B c(a) =0
2 _
z Supp(z,a,x) =
Ela] = Pb] © ¢z.(b,a) =0
¢ Supp(z,b,x) = a
1 E[b] = Pla] © ¢z.(a,b) =
(@) Réseau ACmais non FAC (b) Etat des structures aprés appel a
trouverSupportComplet( z) (lignes 2 a 8)
Cp = 0 T a b Cp = 0 T a b
Pla]
z z
2
ETb] a a
b b
(c) Opérations d’extension et de projection effec- (d) Réseau obtenu toujours non FAC
tuées par trouverSupportCompletf) (lignes 9 a
12)

FiG. 2.15 — Deux réseaux WCSP équivalents (avee 4).
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appartenant alom(z) sont arc-cohérentes directionnelles (DAC). Un réseau est aréreot direction-
nel (DAC") si toutes les variables appartenant a ce réseau sont arc-cohérdireztionnelles (DAC) et
nceud-cohérentes (NIC

Nous étendons ici le terme de variable voisine. Nous appetouse variable voisine inférieure
(resp. variable voisine supérieure) d'une variablsi = ety sont voisines et st < y (resp.z > y)
selon I'ordre des variables défini dans un réseau. Des supportdaterapnt devoir étre trouveés pour
les valeurs d’une variable uniquement pour les contraintes dans lesoetlie variable correspond a la
variable inférieure et elles devront étre trouvées parmi les valeurs drisible voisine supérieure pour
cette contrainte (unique car nous considérons ici le cas binaire).

A partir d’un réseau NG, la méthodeDAC* (algorithme 21) parcourt une queue de prioRténitia-
lisée aX, et qui va contenir les variables possédant une valeur pour lagueb@ti@icaire a augmenté.
En effet, cette variation de colt a peut étre entrainé une perte de lgaorsuapmplet pour les valeurs
des variables qui sont leurs voisines inférieures au sein d'une guetr®ans un premier temps, une
vérification de la cohérence de nceud est effectuée sur la variablés@iée car les variables présentes
dansR font suite a des projections et les colts unaires et le co(t de la confraimeayant pu augmen-
ter, certaines valeurs ne sont peut étre plus nceud-cohérentesal@as wont donc supprimées (ligne
5) et le cas échéant soit la variable est ajoutée dans une quéligne 6) qui a la méme utilité que
dans la méthodAC*2001 (algorithme 18), soit le processus est arrété car un domaine vide estiapp
Ensuite, des supports complets sont cherchés via un appel (ligne 8) #hadettouverSupportCom-
plet (algorithme 20) pour les valeurs de toutes les variables voisines infé&iaurette variable dans les
contraintes correspondantes. Finalement, un test de nceud-coh@igmee 1) est a nouveau effectué
sur toutes les variables du réseau car les recherches de supportstsamppu faire grimper la borne
inférieure et ainsi fait apparaitre des valeurs nceud-incohérented@®variables qui sont alors ajoutées
le cas échéant dardg.

Algorithm 21: DAC* (P = (X, C, k) : WCSP) : Booléen

1 SiNC*(P) alors
Q—X,R—X
tant que R # () faire
Choisir et éliminery de R
sifiltrerDomaine(y) alors
sidom(y) = () alors Retourner faux
| Q= QU{y}
our chaquecontraintec,,, telle quex < y faire
9 si trouverSupportComplet(y) alors
10 | R—RU{z}

~N o o b~ WDN

[ee)
i®)

11 pour chaquex € X faire

12 sifiltrerDomaine() alors

13 sidom(z) = () alors Retourner faux
14 Q< QU{x}

15 Retourner vrai

16 sinon

17 L Retourner faux
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Exemple 17 Le réseau WCSP (avéc = 4) illustré dans la figure 2.16(a), constitué des contraintes
¢ €tcy. et dans lequel les variables sont ordonnées pat. y < z, est AC mais n'est pas DAC
parce que la valeufz, a) ne possede pas de valeur support compléte dans le domaine de laleariab
pour la contraintec,,. Pour établir DAC sur ce réseau, on cherche donc un support complet pour la
valeur(z, a) selon la méthode trouverSupportComplet. Cette recherche améenetaaffeice extension
d’'un codt égal al a partir de la contraintec,(b) vers la contraintec,, suivie de la projection d’'un
colt del depuis la contrainte:,.. vers la contrainte:,(a). Nous obtenons le réseau illustré a la figure
2.16(b). Ce réseau équivalent n’est toujours pas FAfar contre il est bien DACcar toutes les valeurs
d’'une variable possédent bien un support complet pour chaquieaiote dans laquelle cette variable
est inférieure.

=0 , a b =1, a b
Q_D CH*>
Y z Y “
O O O
a a a a
@ @ O
b b b b
(a) Réseau ACmais non DAC (b) Réseau DAC(z < y < z)

FIG. 2.16 — Deux réseaux WCSP équivalents (dvee4).

L'algorithme DAC* (algorithme 21) pour établir la cohérence d’arc directionnelle DAGne com-
plexité en temp®)(ed?) et une complexité en espacded) ou e correspond au nombre de contraintes
etd la taille maximale parmi les domaines des variables.

La cohérence d’arc directionnelle compléte FDAC [Larrosa et Schiex, 2003, De Givryet al., 2005]

Définition 51 (Cohérence d’arc directionnelle compléte FDAC) Une valeur(z, a) est arc-cohérente
directionnelle compléte (FDAC) si elle est arc-cohérente directionnelfg)et si en plus elle posséde
un support (simple) dans toute contraintg, telle quey < z. La variablex est arc-cohérente direction-
nelle compléte (FDAC) si toutes les valeurs appartenadia (z) sont arc-cohérentes directionnelles
completes (FDAC). Un réseau est arc-cohérent directionnel cdar(fillAC*) si toutes les variables ap-
partenant a ce réseau sont arc-cohérentes directionnelles com&<C) et nceud-cohérentes (NC

L'idée de cette propriété est de profiter a la fois des intéréts de la caeédéarc AC et des inté-
réts de la cohérence directionnelle DAE&n ce sens, toutes les valeurs appartenant au domaine d'une
variable doivent posséder un support complet dans toutes les ctedraincette variable est inférieure
(support correspondant a une valeur du domaine d’'une variablmeajsi est supérieure) et doivent
posséder un support simple dans toutes les contraintes ou cette vartablp&seure (support cor-
respondant a une valeur du domaine d’'une variable voisine qui egeinfé). En d’autres termes, ces
valeurs doivent donc étre supportées complétement dans un seppettéas simplement dans l'autre.
L'objectif de ce "double support" est bien évidemment de centraliser siieunaire d’'une valeur les
codts pouvant étre obtenus depuis les deux directions.
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En fait, comme cela apparait dans I'algorithme 22, la méthHeldAC* consiste a établir a la fois
la cohérence d’arc AC(appel de la méthodaC*2001, algorithme 18) et la cohérence d’arc direction-
nelle DAC* (appel de la méthodBAC*, algorithme 21) sur le réseau traité. Sur la méme idée que les
algorithmes présentés précédemment, deux queues de priorité sont egplBaéar rappel, la queug
contient les variables dont le domaine a été modifié et la gikezantient les variables pour lesquelles le
co(t unaire d'au moins une valeur a augmenté. Dés lors qu’'une valesur@®@imée du domaine d’'une
variable lorsque les cohérencesA@ DAC* sont établies, comme nous I'avons vu elle est ajoutée dans
la queueQ car potentiellement une valeur vient d’étre privée de son support sirhplene la cohé-
rence AC doit étre vérifiée. Pour établir la cohérence*AC'est donc la queué) qui est parcourue.
Par contre, lors de la recherche de supports simples pour étallliod€omplets pour établir DAC les
co(ts unaires des valeurs du domaine d’une variable peuvent augn@egearariables sont donc ajou-
tées dans la queue car potentiellement une valeur appartenant a une variable voisine imédeette
variable vient d'étre privée de son support complet et donc la cobéAC doit étre vérifiée. Pour
établir la cohérence DAC c’est donc la queu® qui est parcourue. La cohérence d'arc directionnelle
compléte FDAC est donc établie une fois que les que@est R sont simultanément vides et qu’aucun
domaine vide n’est apparu durant le processus.

Algorithm 22: FDAC* (P = (X, C, k) : WCSP)
1Q—X,R—X

2 tantque @ # 0V R # () faire

3 L AC*(P)

4 | DAC*(P)

Exemple 18 Nous considérons I'existence d’une contrainte supplémentajrelans le réseau WCSP
(aveck = 4) illustré dans la figure 2.17(a) basé sur I'ordre des variables< y < z. Ce réseau est
DAC* mais n’est pas FDACparce que les valeurgz, a) et (z,b) ne sont pas AC: la valeur (z,a)
(resp. la valeur(z, b)) ne posséde pas de valeur support simple dans le domaine de la varié&ielep.
y) pour la contraintec,, avecx < z (resp. la contrainte, . avecy < z). Pour établir AC' sur ce réseau
et plus précisément sur ces deux contraintes, une projection d'urégalial est tout d'abord effectuée
a partir de la contraintec,, surc.(a) afin d’obtenir une valeur support simple dans le domaine de la
variable z pour la valeur(z, a). Ensuite, une projection d’'un colt égalldest effectuée a partir de la
contraintec, . surc.(b) afin d’obtenir une valeur support simple dans le domaine de la varigipleur
la valeur(z, b). Ensuite, pour respecter la cohérence de nceut], N@e projection unaire d’'un colt égal
a1 est effectuée depuis sur cy. Le réseau obtenu a la figure 2.17(b) est FDAC

L'algorithmeFDAC* (algorithme 22) pour établir la cohérence d’arc directionnelle compléte FDAC
a une complexité en temg(end®) et une complexité en espacked) ol e correspond au nombre de
contraintesy le nombre de variables étla taille maximale parmi les domaines des variables.

La cohérence d’arc directionnelle existentielle EDAC [De Givry et al., 2005]

Définition 52 (Cohérence d'arc existentielle EAC) Une variablex est arc-cohérente existentielle si
et seulement si il existe au moins une valeura) telle quec, (a) = 0 et possédant un support complet
dans toutes les contraintes binaires couvrantJn réseau est arc-cohérent existentiel (EASi toutes
les variables appartenant a ce réseau sont arc-cohérentes exifisngenceud-cohérentes (WC
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(a) Réseau DACmais non FDAC (b) Réseau FDAC

FIG. 2.17 — Deux réseaux WCSP équivalents (avee 4).

La cohérence d'arc existentielle EAG@Gnpose qu'il existe dans le domaine de chaque variable une
valeur spéciale appeléaleur complétement supportégest a dire une valeur complétement supportée
dans toutes les contraintes, quelle que soit la direction. Le constat a l®dgicette propriété est que
si une telle valeur n’existe pas dans le domaine d’'une variabtela veut dire qu’il va étre possible de
projeter des codts sur toute valeutelle quec,(a) = 0 via la recherche d’'un support complet afin de
pouvoir ensuite effectuer des projections unaires pour établiréi@méliorer ainsi la valeur dg.

Définition 53 (Cohérence d’arc existentielle directionnelle compléte BAC*) Un réseau est arc-cohérent
existentiel directionnel complet (EDALS'il est arc-cohérent directionnel complet (FDACet arc-
cohérent existentiel (EAT.

La propriété EDAC compléte la propriété FDACdans le sens ou toutes les valeurs de chaque va-
riable du réseau doivent étre complétement supportées dans une disgdimplement supportées dans
I'autre direction (propriété FDAQ, mais aussi que chaque variable doit contenir une valeur complé-
tement supportée dans les deux sens (propriété*EATbmme nous le verrons, établir la cohérence
EDAC* sur un réseau n'offre pas la garantie d’obtenir une valeur optinjaten effet, cela dépend de la
séquence de transformations suivie et d’autres cohérences lomaj#sss décrites dans la section 2.3.3,
ont été proposées dans ce sens. Cependant, une fois la cohébBkcé &ablie, on sait qu’un point
fixe est atteint et que plus aucun transfert de colt n’est possibtefgioeivarierc; et donc 'améliorer.

En ce sens, la cohérence EDACGrrespond réellement a une version aboutie des différentes cobgren
locales souples présentées jusqu’ici dans ce manuscrit.

La méthodeEDAC (algorithme 23) permet d’établir la cohérence d’arc existentielle directienne
compléte sur un réseau. Elle est basée sur I'utilisation de trois queuesodi mte propagatior,

R et K contenant au début I'ensemble des variables du probleme. Ces diéf®mrureues sont mises
a jour durant I'exécution suite aux événements nécessitant de vérifierilenades cohérences lo-
cales. Les queue® et R proposent les mémes caractéristiques que lors de leur utilisation dans les
cohérences présentées précédemment. La gifeu contenir les variables pour lesquelles au moins
une valeur du domaine de l'une de ses variables voisines inférieures@nveodt unaire augmenter
et lui a fait potentiellement perdre le support complet pour sa valeur ctenpdéit supportée. A noter
que la queues utilisée par les auteurs sert a construire efficacement la gidfemeus ne nous attarde-
rons pas plus longtemps sur cette mécanique, de plus amples informationatp@#tueabtenues dans
[De Givry et al,, 2005]. La boucle principale de cet algorithme s’exécute tant que legeq@k R et.S

ne sont pas simultanément vides. Les différentes boucles débutant mes %igll et 17 correspondent
respectivement a établir les cohérences EATAC* et AC* (pour rappel, DAC associé a ACrepré-
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sente FDAC) et la boucle débutant a la ligne 23 permet d’établir la cohérence de neeadrése a
jour de la queud) le cas échéant. Pour établir EAQa recherche de support complet pour obtenir une
valeur completement supportée est effectuée a la ligne 7 par la métboderSupportExistenti€¢hlgo-
rithme 24). Des supports complets vont étre cherchés pour les variaidggment dans les contraintes
les liant avec des variables voisines inférieures (ligne 4), la rechelat® 'autre direction étant déja
effectuée pour établir la propriéEDAC* (ligne 13 de la méthodeDAC"). Cette recherche peut amener
a augmenter le cot unaire de valeurs dans les domaines de ces vatideles éait la propriété DAC
doit étre vérifiée pour les variables voisines inférieures (ajout dansdaej?, ligne 8 de la méthode
EDACY), ainsi que la propriété EACpour les variables voisines supérieures (ajout dans la giigue
ligne 10 de la méthodeEDAC").

Algorithm 23: EDAC* (P = (X, C, k) : WCSP)
1Q«—X,R—X,5—X
2 tantqueQ #0DV R#0V S # () faire

3 K={ylzeSy>x.c,yecCtUS

4 S=10

5 | tantque K # () faire

6 Choisir et éliminerx minimal deR

7 si trouverSupportExistentiet] alors

8 R — RU{z}

9 pour chaquecontraintec,, < C telle quey > x faire
10 | K< KU{y}

11 | tantque R # () faire

12 Choisir et éliminery maximal deR

13 pour chaquecontraintec,, € C telle quer < y faire
14 si trouverSupportComplet(y) alors

15 R — RU{x}

16 L S — Su{z}

17 | tantque Q # () faire

18 Choisir et éliminery maximal deQ)

19 pour chaquecontraintec,, < C telle quex > y faire
20 si trouverSupportSimple(y) alors

21 R — RU{x}

22 L S — Su{z}

23 pour chaquevariablez € X faire

24 sifiltrerDomainef) alors

25 | Q —Qu{z}

Exemple 19 Le réseau WCSP (avdc = 4) illustré dans la figure 2.18(a), dans lequel les variables
sont ordonnées pat < y < z, est FDAC mais n’est pas EDAC En effet, la variable: ne posséde
pas de valeur complétement supportée. Certes les valeuss et (z, b) possédent des supports simples
dans les contraintes, . etc,. (respect de FDAQ etc.(a) = c,(b) = 0, mais aucune de ces deux
valeurs ne posséde de support complet a la fois dans les contraintesc,. (non respect de EAG.
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Algorithm 24: trouverSupportExistentiel(: variable) : Booléen
transfertEffectue— faux

o= minaedom(m){cx (a) @cwyee7y<m minbedom(y){cxy(aa b) ® Cy (0)}}
sia > 0 alors

L pour chaquecontraintec,,, telle quey < x faire

a b~ W N P

L transfertEffectue = transfertEffectuetrouverSupportComplet:(y)

Retourner transfertEffectue

()]

Pour établir EDAC sur ce réseau, une recherche de support complet est réaliséeudgaremier temps
pour la valeur(z, a) dansc, : une extension d’'un colt égallaest réalisée depuis la contraintg(b)
vers la contrainte,,, puis une projection d’un co(t égaliaest réalisée depuis la contraintg, vers

la contraintec,(a). Le réseau obtenu et illustré dans la figure 2.18(b) n’est toujours B8 : certes

la valeurc,(a) est completement supportée, cependafit) # 0 (non respect de EAG. Une recherche
de support complet est alors réalisée pour la valéurb) dansc,. : une extension d'un colt égalia
est effectuée depuis la contrainiga) vers la contrainte:,,, puis une projection d’un codt eégallaest
réalisée depuis la contrainig,, vers la contrainte:, (b). Finalement, pour établir la cohérence de nceud
NC*, une projection unaire d'un codt égallaest effectuée depuis et la valeur decy est incrémentée
del. Le réseau obtenu a la figure 2.18(c) est EDA variable z possede au maoins une valeur de co(t
unaire egal & et completement supportée dans les contraiate®tc,..

(a) Réseau FDACTmais non EDAC (b) Réseau FDACmais non EDAC

=2 ,

(c) Réseau EDAC

FiG. 2.18 — Trois réseaux WCSP équivalents (avec 4).
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L'algorithme EDAC* (algorithme 23) pour établir la cohérence d’arc existentielle compléte EDAC
a une complexité en temgd(ed?max{nd, k}) et une complexité en espac&ed) ou e correspond au
nombre de contrainteg, le nombre de variabled, la taille maximale parmi les domaines des variables
etk le co(t interdit pour le réseau.

2.3.3 Alarecherche de la meilleure cohérence locale souple

Deux cohérences locales souples ont été proposées dans le butafaneficore la borne inférieure
cp jusqu’a obtenir une fermeture d’arc-cohérence au plus proche plénftale, voire une fermeture qui
est optimale : il s'agit de la cohérence d’arc souple optimale OSAC et dehkrence d’arc virtuelle
VAC que nous présentons dans les deux sections suivantes. Damsdadeanos contributions, aucune
de nos méthodes et algorithmes n'a été comparée avec ces deux cebhdomades souples, et cela
pour deux raisons : leur mise en ceuvre s’avéere lourde et difficile dtapaque I'utilisation de ces
cohérences durant la recherche est déja trés coliteuse dansldeaéiseaux binaires (comme expliqué
dans les sections suivantes), on peut légitimement présumer de leuaiciedfface a des problémes avec
contraintes de grande arité qui nous ont intéressés dans la plus gatidale notre travail. Cependant,
il est intéressant de les aborder dans ce manuscrit. D’une part, leeacbél’arc souple optimale OSAC
exploite de maniére intéressante une technique issue de la recherdhteoopétle et surclasse, enterme
de qualité de borne minorante, les différentes cohérences localesspugBentées ci-dessus. D’'autre
part, la cohérence d’arc virtuelle VAC représente un premier pas datégfation de techniques CSP
pour la résolution de probléemes WCSP et qu’une partie de la méthodologigGie ¥ervi de point de
départ a notre seconde contribution.

La cohérence d’arc souple optimale OSAC [Coopeet al., 2007, Cooperet al., 2010]

La cohérence d’arc souple optimale OSAC a été proposée afin de calesldermetures d'arc-
cohérence optimales. Comme énoncé dans la section 2.3.2, trouver uneiferdiarc-cohérence qui
permet d’optimiser la valeur de la borpgest un probléem&P-Difficile si I'on se restreint a des
co(ts entiers. Pour pallier cette difficulté, le principe pour établir la coleéreiarc souple optimale
OSAC en temps polynomial est d’'une part de relacher la condition sur (gs taités et projetés en
autorisant des codts rationnels : la structure de valuation considéréeatnes(QU{+oo}, +, <) etnon
plus(NU {+o0o}, +, <). D'autre part, des transferts de colts simultanés entre les différemieaintes
souples du réseau sont autorisés. Ces deux relachements permétsiniirdn temps polynomial la
cohérence OSAC qui représente une fermeture d’arc-cohéretintate.

Pour établir la cohérence d’arc souple optimale OSAC, I'idée consistesédéver le réseau WCSP
a traiter comme un programme linéaire en variables continues, c'est a direhidrpe dans lequel il
s’agit d’optimiser (maximiser ou minimiser) une fonction linéaire de variablesruaes devant satisfaire
un ensemble de contraintes linéaires d’'égalités et/ou d’'inégalités. Ce aiméresse dans le cadre de
OSAC, c'est de trouver I'ensemble des EPT qui, appliquées simultanérmahpermettre de maximiser
'augmentation de la contraintg. L'un des algorithmes les plus connus pour résoudre ce type de pro-
bléme est I'algorithme dsimplexegDantzig, 1982]. Cependant, bien gu'il soit trés souvent efficace en
pratique, I'algorithme dgimplexen’est pas polynomial (exponentiel dans le pire des cas). L'algorithme
deKarmakar[Karmarkar, 1984], qui est une "méthode de points intérieurs", dghpmial et compétitif
en pratique par rapport a I'algorithme dimplexe Ainsi, I'algorithme deKarmakarpeut étre exploité
pour établir la cohérence d’arc souple optimale OSAC et ainsi obtenirame inférieure optimale sur
les réels. Nous notons’ le colt transféré de la contraintgvers la contraintey (par projection unaire)
et p?;(“) qui est soit le coQt transféré de la contraintevers la contrainte, (a) s'il est positif (par pro-
jection), soit le codt transféré de la contrainiéa) vers la contraintegs s'il est négatif (par extension).
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Ainsi, la fonction d’objectif & maximiser (2.10) se traduit comme la somme des cadtsférés depuis
toutes les contraintes unaires portant sur les variables du réseau eensriintec;. L'équation (2.11)
impose que les codts unaires finaux doivent rester positifs. En d’'datrass, le codt total transféré sur
cp depuis un codt unaire ne doit pas étre supérieur a la valeur initiale déitaraire additionnée a la
somme des co(ts transférés sur ce colt unaire depuis les contraintessbidéquation (2.12) impose
gue le total des colts transférés depuis un tuple vers les colts unareslelas qu’il contient ne doit
pas dépasser le colt de ce tuple lui-méme. Ces deux conditions ont palig\ter les colts négatifs
une fois la cohérence OSAC établie (ils sont cependant autoriség thutaitement, mais pendant une
durée nulle car les transferts sont simultanés) et d’obtenir ainsi uau&8E€SP valide et équivalent.

max @pgg (2.10)
zeX
Vo € X,Va € dom(z),co(a) 0p2 & P pi@ > (2.11)
cs€CxeS
Ves € ©,[S| > 1,¥r € 1(S), cs(m) © P p (2.12)
€S

Il s’agit donc de résoudre le probléme linéaire correspondant auatiégs (2.10), (2.11) et (2.12)
gui consiste a maximiser la fonction linéaire (2.10) tout en respectant Iésatifes contraintes linéaires
d’'inégalités (2.11) et (2.12). L'algorithme #&@rmakarpeut alors étre utilisé pour résoudre ce probléme
linéaire : les valeurs calculées pour les différentes incormﬁﬂeﬁpﬁg(“) représentent ainsi les différentes

projections a effectuer (une valeur négative pd;ifa) représentant une extension) et constituent la seé-
guence d’'EPT permettant de parvenir a une fermeture d'arc-cateéomtimale. Malheureusement trop
colteuse si utilisée durant la recherche, I'utilisation de la cohérence sbaple optimale OSAC est
surtout efficace en pré-traitement pour des problémes grands ofiledif ou la borne inférieure obte-
nue peut étre trois fois meilleure que la meilleure des approches stand#iataeirrence la cohérence
EDAC et plus généralement les approches effectuant uniguemenPdes&ssiques.

La cohérence d’arc virtuelle VAC [Cooper et al., 2008, Cooperet al., 2010]

La cohérence d'arc virtuelle VAC n’a pas la prétention de fournir ummdéture d'arc-cohérence
optimale comme c’est le cas avec la cohérence OSAC. L'objectif est plufgardenir & une fermeture
d’arc-cohérence (plus ou moins proche de I'optimalité, voire 'optimalité ellexe@)&ui offre la garantie
d’augmenter la valeur dg quand c’est possible. Plus précisément, établir la cohérence d’arellértu
va permettre de déterminer une séquence d’EPT de colts rationnels (co8%a@ Qui, appliquées
séquentiellement, vont amener a cette fermeture d’arc-cohérenceme¢mteg:;. La cohérence d’arc
virtuelle s’appuie sur la transformation d’'un WQRen un CN, not&3ool(P), défini par :

Définition 54 Etant donné un WCIW = (X, W, k), Bool(P) est défini comme étant le QI, ) dans
lequeldcg € C si et seulement slwg € W avecS # (), etvVr € I(S), 7 est autorisé pakg Si et
seulement sivg(7) = 0.

Autrement dit, Bool(P) est un CN dans lequel un tuple est autorisé si son codt dans le YWCN
est égal & 0 et qui est interdit sinon.Bdol(P) est arc-cohérent, aloi8 est arc-cohérent virtuel VAC.
Le réseauBool(P) étant arc-cohérent, cela veut dire aussi que toute solution Baamsin colt égal
a la valeur de la contraintg de P car tous les colts présents ddgsol(P) sont nuls. Par contre, si
Bool(P) n'est pas arc-cohérent (et doRan’est pas arc-cohérent virtuel VAC), cela veut dire que toutes
les solutions dan® ont un co(t strictement supérieur@(les tuples de colt nul dar®ool(P) ne sont
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pas suffisants pour trouver une solution) et que donc il est possialgiienter; d’'une valeur que
I'on peut noter\. Etablir la cohérence d’arc virtuelle VAC consiste donc a trouver la sémud’ EPT
amenant a cette augmentation)dde la contraintey. Trois phases sont nécessaires :
— La premiére phase consiste donc a établir I'arc-cohérence AC swelauBool (P) : sile réseau
Bool(P) n'est pas arc-cohérent (apparition d’'un domaine vide représentdégadt non nul pour
chacune des valeurs du domaine), c'est donc que le ré3east pas arc-cohérent virtuel VAC et
que donccy peut étre augmentée. A noter que durant cette phase, pour chaqueesvgdprimée,
l'identité de la variable responsable de la perte de support pour cetta esfestockée pour la
phase suivante. Si un domaine vide est apparu, c’est que touteddassvde ce domaine sont
interdites et qu’elles représentent alors un certain codt : le ka@jife I'on espére projeter suj
peut donc étre obtenu depuis ces valeurs.
— La deuxiéme phase consiste justement & déterminer dans le #8sedu) la provenance des
co(ts qui ont permis d’alimenter les codts non nuls de ces valeurs. Gudés mpérations ayant
amené I'apparition et la suppression de valeurs sans support etetdok€de la premiére phase,
la recherche de ces colits débute depuis ces valeurs et remonte pluarisitesl contraintes,
binaires (récupération de codts par projection) et unaires (rédigréede colts par extension),
jusqu’a ce que des colts non nuls, et donc pouvant fournir unervalesoient rencontrés. Le
nombre de demandes d’'un coGd partir de chacun des co(ts non nuls identifiés et le cot maximal
disponible depuis chaque colt non nul est alors évalué et corgsppoeodt qui sera projeté sur
cp.
— La troisieme phase consiste, une fois I'origine des codts requis déterraiméfectuer dans le
réseau pondéré initiaP les transferts de colts d’'une valeur égalg dans le sens inverse de
la recherche des colts de la phase 2, c’est a dire des contraintesddsiplaines jusqu’aux
contraintes unaires des valeurs du domaine devenu vide lors de la prehmsse
Une fois la troisiéme phase achevée et les transferts de colts effeatisde déseau pondéré initial
P, si le nouveau réseau durBiool(P) associé & n’est pas arc-cohérent, cela veut dire que le réseau
P n’est toujours pas VAC et gu’'une nouvelle itération de VAC est néaesd'ailleurs, on parle gé-
néralement de VACquand on s'intéresse a I'implémentation de la cohérence VAC. En effetdafin
borner le nombre d'itérations pour établir VAC, le processus (qui peutler indéfiniment avec des
A de plus en plus petits) est stoppé si 'amélioration de la valguratteint pas un seuil noté Le
qualificatif virtuelle provient du fait que lorsque I'arc-cohérence AC est établieBi(P), des colts
virtuels sont simultanément transférés dans le réseau : les valeursramtignerdites et se voient donc
attribuer un co(t non nul qui n'est paSellementprojeté ou étendu depuis une autre contrainte. Cette
propriété de virtualité est aussi valable pour qualifier certaines opéatiotultanées effectuées du-
rant la résolution des problémes linéaires dans le cadre OSAC. A notéa gakérence d’arc virtuelle
VAC est plus Iégere que la cohérence d’arc souple optimale OSAC, cettiém@enécessitant pour étre
établie la résolution (généralement fastidieuse) d’'un probleme linéairee Batc certes la valeud
obtenue n’est pas forcément aussi élevée mais le maintien de la cohgfghest envisageable durant
la phase de recherche et permet une amélioration de I'efficacité pawudrésdes problémes difficiles.
Il est intéressant de savoir aussi que la cohérence VAC permesaoedre directement et efficacement
certains problémes composés de fonctions de codt sous-modulairesnf@ath, 2006]. A noter éga-
lement qu’'une approche plus efficace pour établir la cohérence ditwelle VAC a été proposée tout
récemment dans [Nguyet al,, 2013]. Il s'agit d’une variante consistant a exploiter pour les différe
problémes intermédiaird3ool( P) traités les propriétés d’incrémentalité utilisées par les algorithmes de
résolution dans le cadre des CSP dynamiques [Bessiere, 1991].

Pour conclure, il est intéressant de noter que I'idée ici a été d’'intégeetechniques issues du cadre
CSP, a savoir la conversion d’'un réseau WCSP en réseau CSP et tiotilisa I'arc-cohérence AC,
pour aider a la résolution de probléemes WCSP. L'intérét évident est gffiedcité de ces différentes
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techniques a été prouvé depuis bon nombre d’années et que, conératit@ux arc-cohérences souples,
I'arc-cohérence (dure) est confluante et donc bien moins complexdtéeraa ceuvre. Comme nous
venons de le voir, cette premiere intégration de techniques CSP dansda/@&P est donc bénéfique
et représente une motivation supplémentaire pour nos travaux, baségégration de techniques CSP
pour résoudre les WCSP, que nous avons réalisé dans nos deulawtants abordées dans les chapitres
3 et 4 de la partie Il.

2.3.4 Comparaison et récapitulatif des cohérences localesuples

Afin de conclure sur les différentes cohérences locales souplesnpéés, nous proposons tout
d’abord un comparatif de ces cohérences basé sur deux relatiorduitesodans [Dehani, 2014] : il
s’agit des relations dey-supérioritéet dimplicationentre cohérences.

Définition 55 (cg-supériorité) Soient deux cohérenceset . On dit quep estcy-supérieure &) si et
seulement si il n’existe pas un WQRtel quecy (v o ¢(P)) > cy(o(P)), ol cg(0(P)) représente la
borne inférieure maximale que I'on peut obtenir en établissant la proptiétdr le WCNP. Si¢ n'est
pas cy-superieure a) et vice versa, alors les deux cohérences sont dites incomparabfedit alors
queg estcg-incomparable aj.

En d’autres termes, une cohéremgcestcy-supérieure a une cohérengei et seulement si appliquer
1 aprésp ne permet jamais d’augmenter la borne inférietyre

Définition 56 (Implication de cohérences)La cohérence implique la cohérence si tout WCNP qui
vérifie ¢ vérifie égalemenp. Si¢ implique alors ¢ estcy-supérieure a)

La figure 2.19 illustre les relations dg-supérioritéet d'implicationexistantes entre les cohérences
présentées précédemment.

cg-supériorité

¥

T 1 implique ¢
¢

o ANY

¢ est cyg-incomparable & 1

FiIG. 2.19 — Relations dey-supériorité et d'implication entre les cohérences.

Sur cette figure, une cohérengamplique une cohérence si ¢ ety sont reliées par une fleche
partant deyy et menant &. D’aprés les définitions des cohérences*A6E DAC*, pour vérifier AC
ou DAC*, un WCN doit également vérifier NC. les cohérences ACet DAC* impliquent donc la
cohérence NC(définition 56) et sont alorg;-supérieures a NC(définition 55). Dans [Dehani, 2014],
il a été montré d’'une part que la cohérence*AlGmplique pas DAC (un WCN vérifiant AC ne vérifie
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pas forcément DAQ et d'autre part que la cohérence DA@implique pas AC (un WCN vérifiant
DAC* ne vérifie pas forcément AQ. De plus, il a été constaté que la cohérence’ A@st pascy-
supérieure a DAC (établir la cohérence DACsur un WCN vérifiant AC peut permettre d’augmenter
la valeur decy) et vice versa. Les cohérences A€t DAC* sont donccy-incomparables (reliées par
une ligne brisée sur la figure) et aucune de ces deux cohérencediguienfautre. Nous avons vu aussi
précédemment qu’un WCN doit vérifier les cohérence$ &DAC* pour vérifier FDAC : la cohérence
FDAC* implique donc AC et DAC* et leur esty-supérieure. Méme constat pour la cohérence EDAC
impliquant FDAC' (et EAC"). Dans [Coopeet al,, 2010], il a été montré que la cohérence VAC gst
supérieure a EDAC De plus, un WCN vérifiant VAC ne vérifie pas forcément’ADehani, 2014]. La
cohérence VAC n'implique donc pas les cohérences ED&EDAC* qui impliquent elles-mémes AC
Enfin, il a été également montré dans [Coogieal., 2010] que la cohérence OSAC egtsupérieure a
la cohérence VAC et que si un WCN vérifie la cohérence OSAC, alogsifi@ également la cohérence
VAC : la cohérence OSAC impligue donc la cohérence VAC.

Au dela des relations entre ces cohérences, le tableau 2.1 récapitulenj@sxités en temps et en
espace dans le pire des cas des algorithmes présentés précédemmiest ¢tablir sur un réseau.

] Algorithme | Complexité en temps Complexité en espace
OSAC [Coopet al., 2007] poly(ed + n)*® poly(ed? + nd)
VAC. [Cooperet al, 2008] O(ed?k/¢) O(ed)

EDAC* [De Givry et al,, 2005] O(ed*maz(nd, k)) O(ed)
FDAC* [Larrosa et Schiex, 2003 O(end?) O(ed)
DAC* [Larrosa et Schiex, 2003] O(ed?) O(ed)
AC*2001 [Larrosa, 2002] O(n2d®) O(ed)
NC* [Larrosa, 2002] O(nd) O(nd)

TAB. 2.1 — Complexités dans le pire des cas des algorithmes pour établir la ahéogrespondante.

Enfin, en complément de cette comparaison théorique, le tableau 2.2 proppsemparaison en
pratique de l'utilisation des différentes cohérences locales souplesddes résolution de probléemes
WCSP. Méme si la phase de recherche n’'est abordée gu’a partir @etlanssuivante, le premier
constat pouvant étre fait est que I'utilisation d’'une cohérence localplesdet donc sujette a fournir
une meilleure valeur de borng) permet de visiter moins de nceuds durant la recherche : une meilleure
valeur de borney; permet de mieux filtrer les domaines, et ainsi mieux couper pour éviter desups.
inutiles dans I'espace de recherche (comme nous le verrons par la seitg)i permet une résolution
plus efficace comme le montrent les temps de résolution et le nombre de noitiédspaar chacun des
problémes.

2.3.5 Autre approche de calcul d’'une borne inférieure : PFCMPRDAC

Nous avons vu dans les sections précédentes que des bornestiaggeplus ou moins bonne qua-
lité, pouvaient étre obtenues par transferts de codts en établissamthdesnres locales souples sur un
réseau. L'approche PFC-MRDAC [Larrostal, 1999], pourPartial Forward Checking - Maintaining
Reversible Directionnal Arc Consistenast une méthode sensiblement identique dans I'objectif visé
mais bien différente dans le fonctionnement. L'approche PFC-MRDAGailer une borne inférieure
correspondant a une sous-estimation du colit de n'importe quelle solutingtanciation compléte pou-
vant étre obtenue dans un réseau a partir d’une instanciation partielteyeplus précisément lors de la

S’ algorithme de Karmakar s’exécute en temps polynomial par ragptentréeed + n
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Instances AC* FDAC* | EDAC*
CPU 3.04 1.33 1.87
noeuds| 91,457 | 17,830 | 14,286

CELAR7-SUB1

CPU 451 415 217
SPQT5-404 noeuds| 34M 18M SM
GRAPH-05 CPU 316 55 0.23

nceuds| 2M 322,114 901

TAB. 2.2 —Temps CPU (depuis un ordinateur équipé de processeurs Ir@el{&)'M) i7-2820QM CPU
2.30GHz) et nombre de nceuds visités pour résoudre chacune desésstarmaintenant les cohérences
locales souples AG FDAC* et EDAC* via le solveurToul Bar2 (version 0.9).

prise d'une décision a chacun des nceuds d’un arbre de rech€tebela méme chose que dans le cadre
des cohérences locales souples si I'on considére les réseaux tomtggegésultant de différentes assi-
gnations et filtrages et correspondant donc a une instanciation parbel&e. Cependant, elle differe
dans le sens ou cette fois-ci une borne inférieure est calculée paisie'biae formule mathématique et
non par le biais de transferts de co(ts.

Introduite dans le cadre Max-CSP avec notamment des travaux préliminairdes méthodes de
calcul du nombre contraintes violées dans [Freuder et Wallace, 1%§#jroche PFC-MRDAC s’étend
également naturellement au cadre WCSP. Nous présentons dans urmr peerpel’approche PFC-DAC
[Larrosa et Meseguer, 1996], poBartial Forward Checking - Directionnal Arc Consistenaui est a
la base de I'approche PFC-MRDAC. Soit un réséaat une variable: de P. Nous notongart™(z)
I'ensemble (ou partition) des contraintes@eui ne sont pas couvertes et qui portentsudur la méme
idée, notongart™(x) (resp.part®(x)) la partition composée des contraintesfleon couvertes (resp.
couvertes) ne portant pas suDe plus, nous introduisons les valeuisnCost(cg) = min{cs(r) | T €
1(9)} etminCost(cs, z,a) = min{cs(T) | T € I(S) AT[z] = a} : le coltminCost(cg) correspond au
colt minimal des tuples dans la contrainteet le coltminCost(cg, x,a) correspond au colt minimal
des tuples contenatit, a) dans la contraintes. La borne inférieuréb(z, a) calculée par I'approche
PFC-DAC pour une valeutr, a) est égale a :

Ib(z,a) = @ cs(I) @ @ minCost(cg, x,a) & @ minCost(cs) (2.13)

cs€parte(f) csEpart™c(x) cs epartnc(¢)

La premiére partie de la formule (2.13) correspond au coit de I'instantipéidielle courantd.
Appelée ausdiistancef), elle représente la totalité des codts affectés par les contrainfesalavertes
par l'instanciation partielle courante. La deuxiéme partie correspond sauseestimation des co(ts des
supports possibles pour la valgur, ) dans chacune des contrainteski@on couvertes et portant sur
la variablez. Enfin, la troisiéme partie correspond a une sous-estimation des coltsstewiations
ou tuples possibles dans chacune des contraintésrn couvertes et ne portant pas sur la variable
La formule totale donne une borne inférieure du colt que représeasigiationr = a. La propriété
dePartial Forward Checkingle cette approche provient du fait que I'impact de I'instanciation partielle
courante Partial) est calculé sur les variables futurésiward Checkiny La propriété déirectionnal
Arc Consistencyermet d'éviter de calculer des codts redondants au niveau desictagraon cou-
vertes : en effet, les contraintes non couvertes et leurs colts voro@salérés une unique fois selon
I'ordre fixé pour les variables du réseau. Considérons par exemipkevdeiables: ety (non assignées)
telles quer < y, ainsi que I'existence d’une contrainte (non couvertg) Lors du calcul de borne, afin
d’éviter de compter deux fois les codts induits par la contraipjecelle-ci appartiendra uniquement a
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la partition de contraintes non couvertes associg¢ecar x représente la variable voisine inférieure au
sein du scope de,,.

Considérons le réseau illustré a la figure 2.20. L'instanciation partiell@ntaicorresponda = b
et on souhaite calculer la borne inférieure associée a la déaision, c’est a direb(z, a).

FIG. 2.20 — Réseau WCSP composé de quatre variables ordomnées < y < z avecw = b, quatre
contraintes unaires,, c,, ¢y, ¢, €t trois contraintes binaires,,, c;y, cy-.

Selon la formule (2.13), la premiére étape consiste a calculer le colt dertreian partielle
courante, c’est a dire le colt déw, b)}, qui correspond en fait & la somme des codts affectés par les
contraintes couvertes appartenaptat®(x) (figure 2.21). En 'occurrence, il s’agit de la contraintg
et le colt affecté est,,(b) = 0 (carw = b). La deuxiéeme étape consiste & calculer pour les variables
futures le colt impacté par la décisian= a au niveau des contraintes non couvertes portant sur la
variablez appartenant aart™(x) (Figure 2.21). En I'occurrence, il s’agit d’'une part des contraintes
cuwz €t gy dans lesquelles on va chercher le colt minimal parmi les tuples contenaels (&, a) :

il s'agit du tuple(b, a) de codt égal & pour la contrainte:,,, et du tuple(a, b) de colt égal & pour

la contraintec,,. D'autre part, il s’agit de la contrainte, pour laquelle le colt affecté est(a) = 1.

Le cot affecté par la deuxiéme étape est donc égal@ @ cy, (b, a) & cpy(a,b) = 100 = 1.
Pour terminer, la troisieme étape consiste a prospecter dans les variabtes fas colts minimaux
possibles dans les contraintes selon I'ordre imposé par DAC, c’est @slicentraintes non couvertes ne
portant pas sur la variable et appartenant doncgaurt™¢(z). En I'occurrence, il s’agit des contraintes
¢y, ¢ €tcy,. Dans la contrainte, le colt minimal correspond a la valeyy, a) avecc,(a) = 0, dans la
contraintec, le codt minimal correspond a la valeir, a) avece, (a) = 1, puis dans la contrainte,. le
cot minimal correspond au tuple, a) avecc,, = 0 : c'est a dire un codt total égaltad 1 & 0 = 1.
Nous obtenons donc au findlz,a) = 0 © 1 & 1 = 2. Cela veut donc dire que l'instanciation partielle
courante{(w, b), (z,a)} conduira & une instanciation complete d’'un colt au moins égal a

L'approche PFC-MRDAC est basée sur le fait que I'ordre des viasaltilisé va étre dynamique au
lieu d'étre statique. Imaginons le graphe orienté dont les sommets reprédenteariables et les arcs
représentent les contraintes, et pour lesquels I'orientation dépenordeslétabli sur les variables dans
le réseau. Les orientations de ces arcs (et donc l'ordre des vayiabiggpouvoir étre inversées (d'ou le
nomreversiblg afin d’obtenir une meilleure borne, et cela durant la recherche (d’'sa@mmaintaining
et en considérant les informations du réseau courant. A noter quenkercke des inversions permettant
d’obtenir le graphe amenant a la meilleure borne inférieure représemehnlémeNP-Difficile
Des travaux plus récents basés sur I'approche PFC-MRDAC, a sasaipproches PFC-PRDAC (resp.
PFC-MPRDAC) pourPartial Forward Checking - (resp. Maintaining) Partition Reversible Diien-
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Cy
Cwz Cay y | cout Cyz
Cw Cy w|x | cout T |y | cout a 0 T |y | cout

w | cout x | cout ala| oo ala 1 b 1 ala| 0
a | oo 1 alb| o alb 0 C, alb 0
0 0 b la | ‘0 bla| O z | cout b la 1

b |b 1 b |b 0 a | A b|b 0

b 1
part®(x) part™(x) part(x)

FiG. 2.21 — Les différents colts associés aux contraintes du réseaunagedséeles codts utilisés pour
le calcul de la borné(z, a).

nal Arc Consistengyont été proposés dans [Larrosa et Meseguer, 1999]. Elles tamis#s calculer
des bornes inférieures basées sur des partitions de variables fytoueant étre composées de sous-
ensembles plus ou moins grands de variables futures, agissant direcsemé&nqualité de la borne.
De ce fait, ces bornes sont ainsi appelpadition-based - lower bound_idée est basée sur le fait de
prendre en compte dans le calcul des bornes inférieures les coltenfupas été pris en compte dans
le calcul précédent mais qui sont obligatoires dans le calcul du coUindeilleure solution et donc dans
la solution la moins chére.

Tout comme dans le cadre CSP, les technigues d’inférence appliqupesteaitement ne sont mal-
heureusement pas suffisantes dans le cadre WCSP. Une phadeadetreest généralement nécessaire et
dans le cadre des problémes de satisfaction de contraintes pondépiesgénéralement les problémes
d’optimisations combinatoires, deux méthodes de recherche peuvertilé&tées : méthode de recherche
compléte et méthode de recherche incompléte. Nous présentons danstitesssalivantes ces deux
modes de recherche proposés dans le cadre WCSP. A noter quertoueatans le cadre CSP des ap-
proches hybrides ont été proposées pour le cadre WCSP (voirgrapéx[Loudin et Boizumault, 2001])
mais elles ne seront pas plus détaillées dans ce document.

2.4 Stratégies de recherche complete

2.4.1 Approche arborescente de type séparation et évaluati DFBB

Les algorithmes de résolution compléte de WCSP les plus efficaces comdesp@ des approches
arborescentes de type séparation et évaluation en profondeurdifadiée DFBB (Depth-First Branch-
and-Bound. Présentée dans un cadre général dans la section 2.2.3, ce typeodrapexploite deux
bornes : une borne majorante appdlé@ (Upper Bound) correspondant au co(t de la meilleure solution
trouvée et mise a jour durant toute la recherche, puis une borne minaggetel B (Lower Bound)
obtenue pour chaque nceud durant la recherche par évaluationesaprdant au co(t minimal de n'im-
porte quelle solution du sous-probléme associé. D'un point de vueaénés approches sont basées
sur un modéle SERS¢paration Evaluation Retour-arri&eComme pour le modéle BPRA dans le cadre
CSP, l'intérét de ce modele réside bien slr dans la maniere de combinehleigtes proposées par ces
différents composants :

— Séparation (ou branchement) : les mémes possibilités que dans le cadre CSP
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— Evaluation : la maniére d’évaluer mathématiquement un minorant du codingigonte quelle so-
lution pouvant étre obtenue dans le sous-probléme correspondaatiaechoeud considéré lors
de la recherche (mécanismes d'inférence mis en ceuvre : cohérenales kauples établies, ap-
proche PFC-MPRDAC).

— Retour-arriére : en cas d'échec, retour en arriére a la derniéisialé prise (retour en arriére
chronologique).

L'algorithme générique 25, basé sur le modéle SER, trouve une solution &ptnarouve son
optimalité dans I'ensemble des solutions possibles pour le probléme traité. Il caramer estimer
(composant EVALUATION) le colt minimal que représente toute instancigtotielle dans le probléme
ou réseau considéré. Comme cela a été expliqué dans les sections pes;dtg a deux manieres de
faire : soit établir une cohérence locale souple basée sur le calce barmne inférieurey, soit calculer
une borne inférieure par la méthode PFC-MPRDAC. Cette évaluationiesievooltoo (ligne 1) si un
domaine vide apparait (lors de I'établissement des cohérences locafdss3mu si la borne inférieure
calculée ¢ ou minorant PFC-MPRDAC) ne permet pas d’améliorer la meilleure solutionéeuar
LB >= UB. A noter qu'au début d’'une résolution d’'un WCSP, la borne majorantgéestralement
initialisée par le co(t interdik défini pour le réseau (car objectif de minimisation). Dans ce cas, faux
est retourné car c’est un échec et on ne doit pas continuer dandicgttie de I'arbre. Si au contraire
le sous-réseau permet potentiellement d’améliorer la meilleure solution trauvéentinue. De plus,
si une valeur a été affectée a chacune des variables ou que chaigevast singleton, alors une
solution a été trouvée et la borne majorante UB est mise a jour (ligne 4) si {edeaiette solution
trouvée I'améliore (c’est a dire si le codt est inférieuy  dans notre objectif de minimisation). Dans
le cas ou l'instanciation courante n’est pas compléte, on continue dees@pamcher) en effectuant les
prochaines décisions (composant SEPARATION). On applique chdgpision prise au réseau courant
et on continue de chercher une solution optimale dans le réseau modifi&sutielale la résolution a
conduit a un succes (ligne 11), on a trouvé une solution (optimale ou am)lg réseau, sinon c'est
gue la décision prise a amené a un échec et qu'il faut effectuer urr extcarrieére par rapport a cette
décision (composant RETOUR-ARRIERE englobé dans I'appel réclg$algorithme).

Algorithm 25: solveWCSR P = (X, C, k) : WCSP) : Booléen
si EVALUATION P, U B) = oo alors Retourner faux
siVz € X, |dom(z)| =1 alors
si cout instanciation complete U B alors
U B < cout instanciation complete
Retourner vrai
sinon
| Retourner faux

N o o~ 0N P

8 D «—SEPARATIONP)

9 pour chaqueé € D faire
10 | PP—PlJs

11 | sisolveWCSPP’) alors
12 | Retourner vrai

13 Retourner faux

La figure 2.22 illustre le fonctionnement de I'algorithme 25. On y voit notammaémgténciation
partielle courante de la résolution et qui représente un parcours @éapsade de recherche (représenté
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par le triangle blanc) en profondeur d’abord. A cet instant donné, ibeme solution de colt UB a été
trouvée dans la partie "gauche" de I'espace de recherche. Cettesalm@diore les meilleures solutions
trouvées auparavant durant la recherche et représentées pat UB;. Au niveau du nceud courant,
une évaluation est réalisée afin de savoir si le sous-probléme cardsspdsous-espace de recherche
grisé) peut potentiellement conduire a une solution améliorant la meilleure soltdgiovée. La borne
inférieure LB est soit calculée en établissant une cohérence locgessait calculée par I'approche
PFC-MPRDAC. Si LB>UB, ca ne sert a rien de parcourir ce sous-espace de rechergheetbur en
arriere avant le noeud courant (derniére décision prise) est aferduef : I'espace de recherche sous
ce nceud est alors dit coupé car non exploré. Pour conclure, il é&aotrsque les méthodes les plus
efficaces actuellement se composent d’un branchement binaire et tcimique de retour en arriere
chronologique (standard).

instantiation partielle courante

séparation (décision) . e
évaluation borne inférieure cp ou b, fe—mprdac

espace de recherche
coupé et non exploré si LB > UB

L
UB, UB; UB

el

coit meilleure solution trouvée : UB < UB; < UB,

FiG. 2.22 — Principe de fonctionnement de la séparation et évaluation emgeafiod’abord dans le
contexte WCSP.

2.4.2 DFBB exploitant une décomposition arborescente et deshérences locales souples

Que ce soit dans le cadre CSP ou WCSP, 'idée générale de la décompasiioescente (abor-
dée dans [Robertson et Seymour, 1986]) est d’exploiter les propsdtécturelles caractérisant les pro-
blémes a traiter. Plus précisément, ce qui la difféere des approchegsrbotes classiques présentées
dans la section précédente, c’est qu’elle vise a exploiter le découpagible de certains problémes
en sous-problémes structurellement indépendants plus faciles a ®smedle probléme original. In-
troduite notamment pour les cadres CSP [Dechter et Pearl, 1989] eCEB{Jégou et Terrioux, 2004],
et plus généralement pour le cadre VCSP [Verfadlial, 1996], elle a également été exploitée pour
le cadre WCSP : I'idée proposée dans [De Gietwyl, 2006] consiste a combiner une décompaosition
arborescente avec une recherche de type séparation et évalugtiaricerdeur d’abord avec utilisation
des cohérences locales souples pour résoudre un probleme WCSP.

Dans [De Givryet al,, 2006], une décomposition arborescente d’'un réseau de contraondg-p
rées correspond a un arbre dont les différents nceuds sont degpements de variables connectées,
appelés ausstlusters Les branches de cet arbre correspondent aux liaisons entctuters a sa-
voir les ensembles de variables communes entrelosterset appeléséparateursBien évidemment,
toutes les variables et les contraintes du réseau sont couvertes mabieetL'idée exploitée dans
[De Givry et al., 2006] repose sur une des caractéristiques essentielles d'une déitonparbores-
cente : une fois que toutes les variables appartenantsgparateuront été assignées, les problemes
qui étaient liés par ceéparateursont alorsdéconnectést peuvent étre résolus indépendamment. Le
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probléme ou réseau original peut ainsi étre découpé en sous réBeansir, la décomposition arbo-
rescente ne peut étre exploitée que lorsqu’un certain choix dans leblgarest imposé. En effet, les
variables englobées dans cinsterdoivent étre assignées apres les variables englobées darigsten
péré®, mais avant les variables englobées danskesersfils.

La méthode la plus efficace proposée dans [De Gatigl., 2006] exploite une décomposition ar-
borescente de type DFBBEépth-First Branch-and-Boundavec I'exploitation de cohérences locales
souples. De plus, l'utilisation de majorants améliorés pour chacun degsuhiémes est incorporée
dans cette approche : elle consiste a calculer a partir des valeurs dumhajpda minorant du pro-
bleme pére de ce sous-probléme un majoranamiiélioréet de I'utiliser au lieu du majorant global du
probléme pour une coupe plus efficace lors de la résolution. Alors qtikiséition dans un contexte
classique d’une cohérence locale souple permet d’obtenir un minadipimum du sous-probléme
courant, la décomposition permet d’appliquer cette cohérence localte surpun sous-probléme cou-
rant décomposé en sous-problemes plus petits et ainsi obtenir, faciletasmhinorants pour chacun
de ces sous-problémes. Cependant, les EPT utilisées pour établir éneramhlocale souple préservent
certes le colt de toute instanciation compléte dans le réseau, mais des cvéty pare transférés entre
les différents sous réseawdifsterg issues de la décomposition, et de ce fait les informations relatives a
ces sous réseaux (minorant, colt optimal,...) peuvent devenir obsoleétespdfier ces inconvénients,
différentes techniques ont été utilisées : stocker les colts transférpsopection et extension afin de
ré-équilibrer et corriger les informations de codts utiles et propres aus-groblemes, utilisation de
minorants Iocaux:{b en complément du minorant globaj pour y stocker les projections unaires ef-
fectuées dans un sous-problémeetc. De plus, a partir de ces minorants locaux, une derniére idée
proposée est d'effectuer des coupes dibeales(car coupe par rapport a un majorant local et non glo-
bal) ou filtrage de valeurs si la somme du codt unaire d'une valeur addégoan minorant local du
sous-probleme a résoudre atteint le majorant local de ce sous-protlémbornes théoriques obte-
nues pour cette approche, basées notamment sur le nombhestirsou sous-problémes visités, sont
moins bonnes qu’une approche de décomposition arborescente atageaqpuséparation et évaluation,
mais présentent cependant une meilleure efficacité en pratique. Eviderogtengpproche, et plus gé-
néralement la décomposition arborescente, est particulierement bieté@ada@nvisageable pour des
problémes fortement structurés comme par exemple les problémes de la défie @Radio Link Fre-
guency Assignment Problem) [Cabenal., 1999]. Méme constat pour la méthode proposée plus récem-
ment dans [Sanchex al, 2009] ou I'approche DFBB est remplacée par I'approche RDS (Bossian
Doll Search au sein de la décomposition arborescente BTD (f@aaktrack bounded by Tree Decom-
positior) pour former la combinaison BTD-RDS.

2.4.3 Des heuristiques pour orienter les choix

Tout comme dans le cadre de la résolution des CSP, I'utilisation d’heuriségt@simordiale dans
la résolution des WCSP par approche arborescente de type sépatati@iuation, ainsi que dans le
contexte d’'une recherche incompléte comme nous le verrons dans la seéti@ien sir, les heuris-
tiques génériques du cadre CSP peuvent trés bien étre utilisées dathe @SSP comme par exemple
deg dom etc, les notions de degré et de taille de domaine étant toujours valablescet)juoitables
au cadre WCSP. Cependant, des heuristiques génériques et pltéeadap cadre WCSP, prenant en
compte notamment la notion de codt, ont été proposées. Méme si elles nasantpi nombreuses que
pour les CSP, des heuristiques de choix de variable et de choix de vakedonc été étudiées spécifi-
guement pour les WCSP. Mises en évidence pour la plupart d’entre alieqideras et Larrosa, 2006],
les heuristiques de choix de variable pour le cadre WCSP peuvent étesnént répertoriées en trois

8Définitions depéreet defils de la théorie des graphes
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catégories : statiques, dynamigues et adaptatives. De maniére géliadietelance derriére ces heuris-
tigues est la méme que dans le cadre des CSP : choisir d'abord les vaaigdnht$e plus de chance de
mener a un échec. Concernant les heuristiques statiques, le choixal#despeut se faire selon :

— lexico: les variables sont choisies par ordre lexicographigue de leurs nosom éntérét est le
méme que dans le cadre CSP (méme constat pour I'heuristigden).

— deg(maxdey : les variables sont choisies par ordre décroissant de leur degré ikt I'équi-
valent de I'heuristique degr{axded du cadre CSP.

— 2-side Jeroslow-Wang-likeinspirée du cadre SAT [Jeroslow et Wang, 1990], cette heuristique
présentée notamment dans [De Gietyal., 2003] consiste a ordonner les variables selon un ratio
entre la somme des moyennes des colts dans les contraintes liées a cetteatddaaille de leur
domaine. Pour favoriser I'apparition rapide des échecs, les variatdeégant les ratios supérieurs
sont choisies prioritairement pour mener aux solutions de co(ts les plés élev

Concernant les heuristiqgues dynamiques, nous trouvons :

— suc: les variables sont choisies par ordre croissant de la somme des cairesutes valeurs
présentes dans leur domaine courant.

— dom: les variables sont choisies par ordre croissant de la taille de leur doomairent.

Finalement, nous trouvons des heuristiqgues adapta&ivd$K et dom/HQ[Levasseur, 2008] basées
sur un critére global nommid-quality. A partir d’un historique des solutions trouvées depuis le début de
la résolution (d’ou le qualificatif adaptative), le critddequality représente I'aptitude des variables et des
valeurs & amener a des solutions de qualité et ces heuristiques consigteat@donner les variables
en considérant prioritairement celles proposant une vadegmality minimale.

Evidemment, ces heuristiques peuvent étre plus ou moins efficaces sel@e ldetyprobléme ou
le type de filtrage et les cohérences locales souples utilisés lors de latigisdRar exemple, il a été
montré dans [Heras et Larrosa, 2006] que les heuristiopwedeget sucsont les plus efficaces lors du
maintien de la cohérence FDA@Ilors que les résultats ne sont pas aussi bons pour la cohérenceé EDAC
De méme, des résultats intéressants ont été mis en évidence dans [Det@iyr003] en utilisant
I'heuristique2-side Jeroslow-Wang-likgour maintenir FDAC lors de la résolution de problémes WCSP
aléatoires. Il y a bien moins d’heuristiques de choix de valeur et la teadstta méme que dans le cadre
des CSP : choisir la valeur qui devrait permettre de parvenir a une sotidgiqoalité rapidement. Pour
cela, plusieurs méthodes ont été proposées :

— lexico et random: comme pour I'heuristique de choix de variable, les valeurs sont choiares p
ordre lexicographique de leurs noms et son intérét est le méme que daadrdeQGSP (méme
constat pour I'heuristiqueandomn.

— min-ac[Larrosa et Schiex, 2003] : les valeurs sont choisies par ordissentt du nombre d’arc-
incohérences résultant de I'affectation de cette valeur a la variablespomdante.

— min-cout-unaire les valeurs d’une variable sont choisies par ordre croissant dwoaire cor-
respondant pour cette valeur dans la contrainte unaire définie pouvagtible. Quand aucune
contrainte unaire n'est définie pour la variable ol en cas d’égalité des uoaires, les valeurs
sont choisies par ordre lexicographigue ou de facon aléatoire.

— HQOnce, HQAI[Levasseuet al, 2007] : les valeurs dans les domaines des variables sont choisies
par ordre croissant de leur critére globafjuality. Pour une valeur, le critété-quality correspond
au co(t de la solution de coGt minimal présente dans I'historique des solutiocEntrées durant
la résolution et contenant cette valeur.

Pour résumer brievement, il a été montré dans [Levastealr 2007] une efficacité similaire des
heuristiques de choix de valemin-ag HQOnNceet HQAIl pour des problémes réels ou aléatoires, alors
gue cette efficacité tend a étre améliorée d¥€@©Onceet HQAII pour ce genre de problemes présentant
une connectivité significative (nombre de variables voisines élevé pague variable du réseau). Mais
la encore, des informations plus précises pour comparer ces diffédeateistiques sont disponibles
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dans les différents documents de référence.

2.5 Stratégies de recherche incompléte

Dans le cadre d'un probléme d’optimisation, une recherche incomplétertellpgoermet d’obte-
nir une solution qui n'est pas forcément la solution optimale du problémeoaidés : on parle alors
d’approche d’approximation et de solutions approchées de la solutiimade. Plus I'algorithme de
recherche est efficace, plus la solution obtenue sera proche de f@rsaptimale, voire méme une
solution optimale dans certains cas. Lorsque les problémes traités sont xesmglepoint que les mé-
thodes complétes ne permettent pas d’obtenir une solution optimale dans unrtésopsable, les
méthodes incomplétes parviennent généralement a identifier une "basingbrs Présentées de fa-
¢con générale dans la section 2.2.3, il faut savoir que ces méthodes intesrg/erent plutdt effi-
caces quand elles sont appliquées au cadre WCSP. Nous préséqtessaus leur adaptation dans ce
cadre ainsi qu’une description lIégére de leur fonctionnement, toutteispnt que ces différentes tech-
niques sont exploitées dans la bibliotheque INCOP proposée par le s@lveliBar2, bibliotheque
utilisée pour comparaison de technigues lors de nos expérimentationsuteaadig3 représente un ré-
seau WCSP simple qui va nous servir a expliquer les différentes stratfgiecherche incompléte
présentées dans cette section. Ce probleme WCSP porte sur cinq varabless,z3, et x4 avec
dom(xp) = dom(x1) = dom(x2) = dom(x3) = dom(x4) = {a,b,c,d}. Dans le cadre des recherches
incompletes, nous verrons que les techniques de transferts de caldagéa contrainte,) ne sont pas
utilisées.

Coy Cag Coyzs (cOut par defaut=3) c¢,,,, (cout par defaut=3)
x| cout r3| cout x| x3| cout To| x3| cout
a| 2 a| 4 d|b 1 b |b 7
b 2 b 3 c 0
c 1 c 2
1 d| 3

FIG. 2.23 — Un réseau de contraintes pondérées compose de deux conaupes unaires,, etc,,,
deux contraintes souples binaikgs.., etcs,., et un codt interdit = 15.

2.5.1 Meta-heuristiques de recherche locale

Généralement, les méthodes incomplétes sont basées sur une recheash@uo consiste a mo-
difier itérativement une instanciation compléte initiale d’'un probléme dans leebliamhéliorer sui-
vant 'objectif de ce probléme. Dans le cadre du probléme introduit dads @2 instanciation com-
pléte initiale possible est représentée dans la figure 2.24. Il s’agit déahiciation complétes =
{(x0,b), (z1, ), (x2,a), (z3,a), (x4, c)} dont le colt est égal &(s) = 11 et qui est de ce fait une solu-
tion au probléme (caé¥(s) < k), c’esta dire lasomme dg, (¢) ® cz4(a) B Czy24((¢, @) B Cayas ((a, a)).
L'objectif de la recherche locale va étre d’améliorer cette solution en triwuwee solution de codt stric-
tement inférieur &(s).

Généralement, l'instanciation initiale est obtenue aléatoirement mais il est ibtgisee commen-
cer la recherche locale depuis une bonne instanciation initiale, c’est prdsentant de bonnes carac-
téristiques par rapport au probléme traité et I'objectif, représente uriaaye certain. A partir de cette
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Tog 1 To T3 X4

s|blclalalc V(s) =11

FiG. 2.24 — Une instanciation compléte de colit éghl aans le probléme a la figure 2.23.

instanciation initiale, la recherche locale va se déplacer dans I'espaeeldehe en sautant d’instan-
ciation compléte en instanciation complete jusqu’a atteindre un critére d’aetde B derniere instan-
ciation compléte qui améliore la meilleure solution trouvée est acceptée erngamsmutes les autres
étant refusées. Ces mouvements sont définis pastuneture de voisinaggui caractérise une stratégie
de recherche locale. La figure 2.25 présente un exemple dans legsielecvariablers qui a été choi-
sie comme structure de voisinage pour notre probleme. En d’autres temeesstanciation voisine de
I'instanciation courante va étre obtenue a chaque itération en modifiantcalleniveau de la variable
z3. La nature de cette modification est définie par oréthode de transformation de voisinaggans
notre cas elle consiste simplement a affecter une valeur a la variablgre que celle déja choisie dans
I'instanciation courante. On parle de recherche locale car le déplaceiament’espace de recherche se
fait plus précisément dans \@isinage c’est a dire parmi les instanciations voisines présentes dans le
voisinage de l'instanciation courante.

To I

r1 Tog T3z X4

Lo L1 Tg T3 L4 n

s[o]eafa]e] sles) = v | v & dom(es), v o[z o ]e [ofe]c]
| E—

structure de voisinage méthode de transformation de voisinage u

voisinage

FiG. 2.25 — Exemple d’'un voisinage pour le probleme de la figure 2.23.

Considérant le probléme introduit & la figure 2.23, la figure 2.26 présentgample de fonction-
nement sur trois itérations d’une recherche locale standard baséessisitage présenté dans la figure
2.25. Une premiére instanciation complétevoisine des, est obtenue lors de la premiére itération
en remplagant la valeurs, a) de sy par (z3,b). Linstanciation compléte; obtenue est une solution
qui amélioresy carV(s1) < V(sp) et elle est conservée comme meilleure solution trouvée. Comme
dans une recherche compléte de type DFBB, le codlt interdit du probléiti@eiment égal & = 15
correspond au fur et a mesure au coilt de chaque nouvelle meilleut®rsdiouvée, c'est a dire ici
k = 10. Ensuite,s, est obtenue a partir dg en remplacant la valeyrs, b) par (xs, ¢). La nouvelle
solution obtenue est meilleure Cé(s2) < V(s1) : elle est donc conservée au dépendsdqui devient
ignorée. Lors de la troisieme génération, la solution obtepuéaméliore pas la meilleure solution trou-
vee (V(s3) > V(s2)), elle est donc refusée et correspond a la meilleure solution trouvée apres trois
itérations.

Dans notre exemple présenté a la figure 2.26, la solution obtenteprésente une solution op-
timale locale pour le voisinage défini dans la figure 2.25 mais ne représentierpément une so-
lution optimale globale pour le probléme complet. Rester dans ce voisinage riedenffi peut étre
pas si I'on souhaite atteindre une solution optimale au probleme global. Comma é&alit dans la
section 2.2.3, les méta-heuristiqgues permettent de sortir dmici®as locawen variant entre phase
d’intensificationet phase deliversification Les différentes méta-heuristiques standard appliquées au
cadre WCSP s’appuient donc sur une phase de recherche localé iptansification Ensuite, cha-
cune d'entre elles posséde sa propre technique palivéasification Certaines d’entre elles vont par
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itération 1 itération 2 itération 3

Lo 1 g X3 T4

so‘b‘c‘a|a|c‘ sl‘b‘c‘a‘blc‘ .SQ‘b‘c‘a‘clc‘ sg‘b‘c‘a‘dlc‘
V(so) =11 V(s1) =10 Vis2) =9 V(ss) =10
solution initiale solution acceptée solution conservée solution refusée

FiG. 2.26 — Recherche locale étalée sur 3 générations a partir de I'instanditiale de la figure 2.24
et selon la structure de voisinage proposée dans la figure 2.25.

exemple agir sur la structure de voisinage pour diversifier leur relobectest le cas notamment pour les
approches VNS\ariable Neighborhood SeartfMladenovic et Hansen, 1997] et DGVN®€&compo-
sition Guided VNp[Fontaineet al., 2013], LNS (arge Neighborhood SeartfShaw, 1998], ainsi que
la méthode hybride VNS/LDS+CP [Loudni et Boizumault, 2008] exploitanetzherche arborescente
non systématique LDS.{mited Discrepancy SeargfHarvey et Ginsberg, 1995]. Plus généralement, il
s’agit de toutes les méthodes de tygyrand voisinage évolutibordées dans [Pisinger et Ropke, 2010]
dans lesquelles les propriétés de structure des voisinages sont largampleitées. Plus précisément,
I'approche VNS consiste notamment a faire varier la structure de voisiagesi étendre, ou en d'autres
termes diversifier, le voisinage parcouru par le biais d’'une structuveidimage supplémentaire et de la
transformation de voisinage correspondante.

( To T1 T2 T3 Ta

o Jd]afa]c]

o] lafo]e

. slz] = v | v € dom(z1),v # s[x1] nu

T slzs] = v | v € dom(z3),v # s3] uu
structures de voisinage méthodes de transformation de voisinage

o Jd]a o] |

o [d]a fe]c |

dlald

voisinage

FiG. 2.27 — Exemple de deux voisinages pour une instanciation compléte dumpeotiéela figure 2.23.

Dans notre exemple présenté a la figure 2.28, la solutjoest obtenue a partir de la solutiep
par rapport au voisinage basé sur la varialbylepuis la solutions; est obtenue a partir de la solutiep
par rapport au nouveau voisinage basé sur la variapkt introduit dans la figure 2.27. Cette solution
est conservee\(ss) > V(s2)) tandis que la derniére solution obtenue a nouveau a partir du premier
voisinage est refusée. On voit que varier dans les voisinages a péatisrdr une solution meilleure
gue celle obtenue par une recherche locale de base. Changer dag®igiarier entre voisinage basé
sur xz3 et voisinage basé sur;) a donc permis de sortir du minimum local rencontré dans I'exemple
de la figure 2.26. D’autres méta-heuristigues commedaerche avec tabouet le recuit simulévont
plutdt exploiter des structures particuliéres pour diversifier leur reblee comme par exemple la notion
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2.5. Stratégies de recherche incomplete

itération 1 itération 2 itération 3

To L1 Tg T3z X4

so‘b‘c‘a|a|c‘ sl‘b‘c‘a‘blc‘ SQ‘b‘d‘a‘b‘c‘ s;;‘b‘d‘a‘clc‘
V(so) =11 V(s1) =10 V(s2) =8 Vi(sz) =9
solution initiale solution acceptée solution conservée solution refusée

FiG. 2.28 — Recherche locale étalée sur 3 générations a partir de I'instanditiiale de la figure 2.24
et selon la structure de voisinage proposée dans la figure 2.27.

de degré de température pour le recuit simulé. Derriére cette notion de tdurpéye cache une idée
de seuil de tolérance qui permet a ces techniques de tolérer et diercdep solutions moins bonnes
gue la meilleure solution courante trouvée et cela durant un certain noritBrattbns. Cette méthode

leur permet de sortir des minimas locaux en diversifiant I'espace derobehet plus précisément le
voisinage. La solution est tolérée et donc acceptée quand elle ne e@pads seuil. Nous considérons
ici le parcours d’'une troisiéme structure de voisinage, en I'occurreiaagn changement de valeur pour
la variablex,.

itération 1 itération 2 itération 3

Xo T1 T T3 T4

so‘b‘c‘a|a|c‘ sl‘b‘c‘a‘blc‘ SQ‘b‘C‘b‘b‘c‘ %‘b‘d‘b‘clc‘
V(so) = 11 V(s1) =10 V(ss) = 14 Vi(s3) =6
solution initiale solution acceptée solution tolérée solution conservée

FiGc. 2.29 — Recherche locale étalée sur 3 générations a partir de I'instandtimle de la figure 2.24
avec un seuil égal a 15.

Dans notre exemple présenté a la figure 2.29, la soluti@st obtenue a partir de la solutieg par
rapport au voisinage basé sur la variable puis la solutions, est obtenue a partir de la solutienpar
rapport au voisinage basé sur la variable Cette solution n'améliore pas la meilleure solution trouvée
s1 mais elle est tolérée car son colt ne dépasse pas le seuil autorisél 8gbhdolutions; obtenue a
partir de cette solution tolérée améliore quant a elle la meilleure solution trounégag@®rcoit que grace
a un seuil de tolérance autorisé, on a obtenu une meilleure solution qlésveeproches présentées ci-
dessus. Evidemment toutes ces techniques sont trés paramétrablas, les pembiner entre elles, et il
est trés rare de trouver une configuration qui soit valable pour toatdggprobleme. Bien évidemment,
méme si les heuristiques présentées dans la section 2.4.3 sont destinéascéharche (compléete) de
type DFBB, certaines d’entre elles peuvent étre utilisées pour explficaroement I'espace de recherche
dans le cadre d’'une recherche incompléte. Les heuristiques (de ewaxidble ou de valeur) spécifiques
a des recherches incomplétes ne sont pas abordées dans ce manuscrit.
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2.5.2 Meéta-heuristiques évolutionnaires

Les méta-heuristiques évolutionnaires consistent, contrairement a laaleehecale, a considérer
et modifier itérativement un ensemble initial d’instanciations complét@sdividus appelé ausgopu-
lation d’individus initialg afin d’obtenir une nouvelle population contenant de meilleures solutions. A
partir de cette population initiale la aussi aléatoire, chaque génération@®pigse en trois étapes. La
premiére étape consiste a évaluer par une fonction apfmiégon de fitnesk qualité de chacune des
solutions présentes dans la population courante et permet de classeitl®gesssolutions pour I'objec-
tif & atteindre (dans notre cas, les solutions proches de la solution optimeaife ane meilleure valeur de
fitness. Lors de la deuxiéme étape, les meilleurs individus sont sélectionnéslesetoraleur de fitness
et participent a la génération des nouvelles solutions qui constituerorddagine population. A noter
gue selon la stratégie adoptée, des solutions moins bonnes pourroéléttmenées pour permettre de
garder une certaine diversité et ne pas converger trop rapidemsnirveptimum local. Les nouvelles
solutions peuvent étre générées par croisement et/ou mutation. Le cnoisisrdeux solutions donne
généralement deux nouvelles solutions possédant une partie de eliksudeux solutions parentes. La
mutation d’une solution consiste a effectuer une transformation localegehant de la valeur affectée
a une ou plusieurs variables, comme présentée dans la section précddentmuvelles solutions ob-
tenues composent la nouvelle population. La figure 2.30 présente unlexgenipnctionnement d’'une
méta-heuristique évolutionnaire de base sur notre probléme de la figuréA2p28tir de la population
initiale composée des solutiong, s1, s2 et ss, celles-ci sont évaluées (ici dans cet exemple la fonction
fithesdeur affecte une valeur correspondante a leur codt) et les trois meillgoitg®ns §g, s1, so car
V(so) < V(s2) < V(s1) < V(s3)) sont sélectionnées. Deux nouvelles solutions sont obtenues a partir
des solutionssy et s; par croisement des valeurs pour les variahle®t 23 et une nouvelle solution
est obtenue par mutation en modifiant la valeur pour la variapldans la solutiors,. La population
descendantebtenue est ainsi composée de deux solutions meillesfest §g) que les solutions de la
population précédente, ainsi qu’une solution moins borgke (

évaluation + sélection génération
croisement

f Ty XT1 T2 T3 T4 h
sl d [a b |c]

(( xo 1 Xy Ty Ty )
solb e lalb[c]

V(so) =10 V(sa) =8
s [d [ Ja|a] ss|b [d[b |b|a]
V(s) =11 V(ss) = 12

salb e a b [c] so[b e Jafe[c]
V(s2) = 10 L U — L V(sg) =9 )

S3 ’ a | a | d | b | a ‘ population sélectionnée

population descendante

L V(ss) =12

population initiale mutation

FiGc. 2.30 — Exemple de la génération d’'une nouvelle population pour le problénzefigure 2.23 par
une approche évolutionnaire classique de type génétique.

L'idée proposée par les algorithmes génétiques, et plus particulieremeondadération simulta-
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née de plusieurs solutions, est intéressante pour le cadre WCSPda@epdeur mise en ceuvre et leur
implémentation (ainsi que le paramétrage!) restent difficiles. De plus, comme &€ soulevé dans
[Neveu et Trombettoni, 2004], des problémes trés structurés comme le$ WESont pas vraiment
adaptés a des opérations de croisement qui peuvent également enfip&plwtation de propriétés in-
crémentales et donc impacter les performances. D’autres méta-heudsiijidonc été proposées dans
ce sens, plus faciles a mettre en ceuvre et plus efficaces. Ces méthodbasses sur I'algorithme
a populationsGWW (Go With the WinnedgAldous et Vazirani, 1994, Dimitriou et Impagliazzo, 1996].
C’estle cas notamment de la méthode d’hybrida@WW-idw(Go With the Winners - Intensification and
Diversification Wallk [Neveu et Trombettoni, 2004] qui propose de remplacer la marche a&éattvo-
duite dansGWWhpar de la recherche locale par intensification et diversification. Cette deétiomsiste
a considérer une population d’individus et ne pas faire de croisematrts les meilleurs individus,
mais leur faire faire une recherche locale. En fait, seules les mutatiorsuéffs dans les algorithmes
évolutionnaires classiques vont étre effectuées. Considérant ilinng#al et aprés un certain nombre
d’itérations de recherche locale pour chacun des individus, seulslegaux individus générés ayant
un codt inférieur au seuil (dans le cadre d’'une fonction d’objectif démigation) sont conservés et les
autres sont "redistribués" : ils regoivent une copie de I'un des meilladigdus choisi aléatoirement
qui est ainsi représenté plusieurs fois (au moins deux fois) dans\ef®population. Afin de se diriger
vers les meilleures solutions possibles, le seuil est décrémenté lors descimgyelle itération afin de
se rapprocher de la solution de codt optimal.

La figure 2.31 présente un exemple de fonctionnement de I'app@eié/-idwsur notre probleme
de la figure 2.23. A partir de la population initiale composée des solutignsio et so et d’un seuil
initial égal a10, chacune de ces solutions va tenter d’étre améliorée par de la recloa@lesavec possi-
bilité d’utiliser des techniques différentes pour chacune d’entre elless B2t exemple, nous considérons
une recherche locale avec seuil de tolérance a partir de la soklgtipnne approch& NSa partir de la
solution s1p et une approche standard a partir de la solutign Aprés une génération de I'approche
GWW-idw(correspondant a trois itérations pour chacune des techniqueshidaiee locale utilisées),
les meilleures solutions trouvées sont bien évidemment les mémes que celléesrdans la section
précédente pour des recherches locales réalisées indépendamraaentutiens dépassant le seuil, c’'est
a dire avec un codt supérieud@ sont supprimées. Lors de la premiere génération aucune solution n’est
supprimée. Cependant, lors de la deuxieme génération et suite a la vakruiddécrémentée de la
solution syo de colt égal & atteint la valeur du seuil et elle est alors redistribuée : elle va recevoir le
contenu de I'une des solutions encore acceptées, en I'occurrefeedtitionsss va recevoir le contenu
de la solutionsys.

Nous venons donc de présenter quelques méthodes incompletes, adsavuiéta-heuristiques de
recherche locale et des méta-heuristiques évolutionnaires, appliquésdra WCSP. Ces méthodes sont
proposées par la bibliotheque INCOP (incorporée dans le soWeutBar2) que nous avons utilisée
pour les comparaisons expérimentales dans notre seconde contribution.
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( Tog L1 XTo T3 T4

500 uun
V(so) =10

510 un
V(s10) =10

s b [e Ja [0 ]c |
V(s20) = 10

génération (seuil=10)

T

( Tog 1 Tg T3z T4

502 nnu

V(S()Q) =6

512 nuu

V(s12) =8

522 uu

population initiale

V(s22) =9

population a l'itération 1

génération (seuil=9)

/\s

( Tog X1 To T3 T4

502 nn
)=6

V(Soz =

)

V(s12) =8

- (1T

s22) =9

522 ﬂu
V(s22) =8
N

$22) =

J

redistribution

Fic. 2.31 — Exemple de la génération d’'une nouvelle population pour le problénzefigure 2.23 par

I'approcheGWW-idw
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Chapitre 3

Un algorithme de filtrage pour les
contraintes tables souples de grande arité
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Nous présentons dans cette section les travaux constituant notre pream&tiution. Ce travail a
fait 'objet d’une publication dans [Lecoutet al., 2012] et d’'une extension en cours de soumission pour
le cas ou le codt par défaut n’estini k.

3.1 Problématique

Comme nous l'avons vu lors du chapitre 2, le probléme de satisfaction deaicwesr pondérées
(WCSP) représente un cadre d’optimisation. Dans un réseau de ctegrpondérées, une contrainte
souple est définie par une fonction de co(t qui associe un degréldgornipappelé colt, a toute instan-
ciation de la portée de cette contrainte. En utilisant I'addition boméses colts peuvent étre combinés
afin d’obtenir le colt global de n'importe quelle instanciation. Trouver instanciation compléte de
co(t minimal est un probléneP-Difficile
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3.1. Problématique

La propriété d’arc-cohérence AC, introduite a I'origine pour le problémsatisfaction de contraintes
(CSP), a été étudiée plus tard dans le contexte des WCSP. Des dévelnfspgenglus en plus sophisti-
gués dans le but de parvenir a la meilleure forme d’arc-cohérenciesmtmaturellement été proposés
au fil des années (EDACVAC, OSAC, etc.). Le transfert de colits, principe sur lequel sosébies
algorithmes établissant ces propriétés, préserve la sémantique des iseantraintes souples tout en
concentrant les codts sur les valeurs des domaines (contraintes uaagesun codt global (contrainte
0-aire). Les algorithmes a transferts de codts s’averent particuliéresfimaices pour résoudre des ins-
tances de problémes du monde réel, en particulier lorsque les contrainpdasssont binaires ou ter-
naires (le sitenttp://costfunction.org propose de hombreux problémes de ce type).

Cependant, pour les contraintes souples de grande arité, c'est dodiréachortée contient bien
au dela de trois variables, un probleme d’ordre combinatoire peut senpeésgors de l'utilisation des
transferts de codts. En effet, pour effectuer ces opérations, uritafge général qui n'a pas été optimisé
pour le cas des contraintes tables souples et qui n'a pas été pensgépaiude maniére efficace les
tuples implicites lorsque le colt par défaut est différend @ dek, va devoir nécessairement parcourir
le produit cartésien des domaines pour les variables impliquées afin dmihételes colts minimaux.
Ce nombre de tuples a parcourir est exponentiel en I'arité de la contrainte.

Dans la section 2.3.2, nous avions introduit la cohérence locale souplpdACles réseaux binaires.
Pour les réseaux non binaires, I'arc-cohérence généralisée (BA)dre CSP a également été adaptée
au cadre WCSP : il s'agit de I'arc-cohérence généralisée pour e 8&ESP [Cooper et Schiex, 2004,
Cooperet al,, 2010].

Définition 57 (Cohérence d’arc généralisée pour le cadre VCSP [Cper et al., 2010]) Un VCSP
(X,C,V) est arc-cohérent généralisé si pour toute contrairgec C telle que|S| > 1, nous avons :
- V1 €l(S),cs(r) =ksicy ® P egca(T[z]) Des(t) =k
- V(z,a)decg,ITr € I(S) | T[z] =aAcg(T) =0

La propriété de cohérence d'arc généralisée que nous exploitosscdtte contribution, appelée
GAC*, est plus légére que celle proposée dans [Cooper et Schiex, 200defet al,, 2010]. En effet,
elle n'exige pas que les tuples pour lesquels le colt étendu (définition 42) au sein d’'une contrainte
est égal &, soient directement interdits dans cette contrainte, c’est agire = k.

Définition 58 (Cohérence d’arc généralisée GAQ Soitcg une contrainte d’aritéS| > 2. Une valeur
(x,a) decg est arc-cohérente généralisée (GAGuU GAC -cohérente dansgg si et seulement siT €
I(S) | Tlx] = a A es(T) = 0. Le tupler est alors appelé support de la vale(it, a) danscs. Une
variable x de S est arc-cohérente généralisée (GATanscg si et seulement st est nceud-cohérente
(NC¥) et si pour toute valeut € dom(z), (x, a) est arc-cohérente généralisée dans Une variablex
est arc-cohérente généralisée (GAGI et seulement si elle est arc-cohérente généralisée {Edahs
toutes les contraintes portant sur Un réseau est arc-cohérent généralisé (G\§ toutes les variables
appartenant a ce réseau sont arc-cohérentes généralisées*{GAC

Pour établir I'arc-cohérence généralisée GADr les réseaux de contraintes souples n-aires, nous
présentons l'algorithme 26 obtenu en étendant I'algorithme*A@8senté pour le cadre binaire dans
[Larrosa et Schiex, 2004]. Il est important de préciser gqu'il s'a@gine extension naturelle mais non
publiée a notre connaissance. Cependant, notons qu’une versiantikzsre pour le cas n-aire a été
proposée dans [Lee et Leung, 2009]. Par rapport a I'algorithme’ A&$osé pour le cadre binaire, les
différences majeures dans GAC8orrespondent a la recherche de tuples dans le produit cartésien des
domaines des variables appartenant au scope d’une contraintejrd §8yavecS contenant plus que
deux variables, dans I'algorithme trouverSupportSimple(), Algorithme @X,lignes 3 et 5 (dans le
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corps de projection(), Algorithme 12), ainsi que le parcours des \asaans le scope de la contrainte
a la ligne 7. A noter que les algorithmes projection(), projectionUnaire(Jtegribomaine() utilisés
correspondent respectivement aux algorithmes 12, 14 et 17 introdnisdal section 2.3.

Algorithm 26: GAC3" (P = (X, C, k) : WCSP) : Booléen

Q—X

tant que Q # () faire

Choisir et éliminery de @

transfertEffectue— faux

pour chaque contraintecg telle que|S| > 2 Ay € S faire

pour chaquevariablex € S | x # y faire
transfertEffectue— transfertEffectue/ trouverSupportSimpleg,z)
si filtrerDomaine() alors
L sidom(z) = () alors Retourner faux

Q< QU {x}

© 00 N o o b~ W NP

=
o

11 i transfertEffectualors

12 pour chaquevariablex € X faire

13 si filtrerDomaine() alors

14 L sidom(x) = () alors Retourner faux

15 Q—Qu{x}

(%))

16 Retourner vrai

Algorithm 27: trouverSupportSimplecg : contrainte;z : variable) : Booléen

transfertEffectue— faux

pour chaquevaleura € dom(x) faire
a=min{cs(T) | T € I(S) A T[z] = a}
Sicy(a) = 0 A a > 0 alors transfertEffectue— vrai
projectiongg,z,a,q)

Q= Cyg (argminaedom(x) {Cac (a) })
projectionUnairet, «)
Retourner transfertEffectue

a A W N

[e]

o N

Il est intéressant de noter que la complexité temporelle de I'algorithme p@#osé pour le cas
binaire dans [Larrosa et Schiex, 2004] €st?d? + ed?) avecn le nombre de variables dans le réseau,
e le nombre de contraintes éta taille maximale parmi les domaines des variables.

Proposition 1 Dans le cadre de réseaux n-aires, la complexité en temps de GAGRrithme 26, est
O(n2d? + der(r(d” + d))), avecn le nombre de variables dans le réseale nombre de contraintes,
la taille maximale parmi les domaines des variables Barité maximale parmi les contraintes.

Preuve Dans le cadre de réseaux n-aires, les algorithmes projection() et tBupportSimple() ont
respectivement des complexités en teroyg” ') etO(d"). En effet, projection() peut nécessiter (pour
une valeur(x, a)) de parcourir tous les tuplese [(S) tels quer|x] = a pour la contrainte:g, c’est a
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dired”~! tuples (une variable d§ est fixée lors de la recherche donc uniquenent variables a consi-
dérer). Dans I'algorithme trouverSupportSimple(), projectionfh@t{cs(7) | 7 € I[(S)A7[z] = a} (en
O(d"—1) car méme parcours de tuples que pour projection()) peuvent étretéasétois, ce qui donne
une complexité en temg3(d"). La boucle principaléant quede GAC3 peut étre exécutéed fois (le
domaine des variables peut étre modifiéfois). De ce fait, la complexité en temps des lignes 12 & 15
de GAC3 estO(n%d?) : en effet, les lignes 12 & 13 peuvent appeléois I'algorithme filtrerDomaine()
(complexitéO(d)) a chaque exécution. La complexité en temps des lignes 2 a 5 de’GA€3 der) car
lese contraintes impliquent au plusvariables dans leur scope (et non pasilesriables) et le domaine
de ces variables peut étre modifigfois (c’est pourquoi la ligne 5 est exécutéad fois au lieu deend).
La complexité en temps de la ligne 7 (appel de trouverSupportSimple()) &érnd), celle des lignes
6 & 10 de GAC3est dona)(r(d" + d)), nous obtenons une complexité en temp&déer(r(d” + d)))
pour les lignes 2 a 10. Par conséquent, la complexité totale de GAEQ (n2d? 4 der(r(d”+d)))*’. 0

Nous voyons donc bien que dans le cas n-aire, la complexité en tempseduami@ proposition 1
est problématique et correspond au probléme d’ordre combinatoire@@poécédemment. A noter que
les versions généralisées des algorithmes établissant les cohérembes $otiples FDACet EDAC!
n’'ont pas été présentées ici mais, comme précisé dans la section 2.3.duxenlérences impliquent
la cohérence locale souple ACDe ce fait, on en déduit logiquement que la complexité en temps pour
établir GAC' représente un minorant pour les complexités en temps pour établir cesalteumgmces. Par
analogie, on peut en déduire que la complexité en temps de GAGAV0IrO (n2d? + der(r(d” + d))),
représente un minorant de la complexité en temps des algorithmes (GJFRAG)EDAC". Notre sol-
veur AbsCon implante I'algorithme GAC3. Pour les contraintes de grande arité, on pourrait imaginer
adapter au cadre des contraintes souples des techniques plus fflequarcours présentées dans la
section 1.2.3, a savoir les algorithm@aC-allowedet GAC-valid+allowed Cependant, nous avons dé-
cidé de nous orienter directement vers I'un des algorithmes les plus effipaar établir I'arc-cohérence
généralisée sur des contraintes tables positives non binaires, a sagohrajue de réduction tabulaire
simple (STR pour Simple Tabular Reduction) présentée également dantda 4€2.3.

Pour cette premiere contribution, nous nous intéressons aux contraliissgauples et nous inté-
grons la réduction tabulaire simple STR, introduite dans le cadre CSP d@éadapcadre WCSP, pour
établir la cohérence GACFondamentalement, dés que des valeurs sont supprimées des dom@nes du
la propagation ou la recherche, tous les tuples qui deviennent invatidesigpprimés des contraintes
tables. Cela nous permet alors d’identifier les valeurs qui ne sont pl&s-Géhérentes. Ce qui est in-
téressant, c'est que parce tous les tuples valides des tables sontrpsrdoest facile et peu coliteux
de calculer les colts minimaux associés aux valeurs. Ceci est particuligretie pour effectuer de
maniére efficace les opérations de projection requises pour établit. @&Jlus, nous proposons éga-
lement dans cette contribution d’incorporer cette technique dans un teetes transfert de codts, c’est
a dire dans l'algorithme PFC-MPRDAC, pour calculer efficacement letseniiimaux pour les valeurs
et qui sont utilisés pour le calcul des bornes.

3.2 Meéthodes de I'état de I'art

Une premiére méthode pour traiter les contraintes souples de grande 'esté& dire d’arité au
moins égale a 4 ou 5, en exploitant les cohérences efficaces pour temm@s binaires et ternaires est
de retarder la propagation (des co(ts) en attendant qu'un nombiaatfiie variables soient assignées.
Ainsi, les contraintes n-aires se ramenent (d’'une certaine maniéreamteaintes binaires ou ternaires
et les transferts de colt redeviennent une technique efficace. Mellsement, retarder la propagation

Dans la section 3.8.2, cette complexité sera comparée avec la compietér@gs de I'approche que nous proposons
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des codts réduit considérablement la capacité de filtrage des algorithndéb@nde recherche. Une
seconde méthode consiste a concevoir des adaptations des algorithrobgm®oe d’'arc souple pour
certaines familles de contraintes (globales) souples. C’est I'approchesee dans [Lee et Leung, 2009,
Lee et Leung, 2010] ou le concept de contraintes saines pour la fioojest introduit. Une troisieme
approche [Favieet al,, 2011] consiste a décomposer les contraintes souples en contrainpéssste
plus faible arité. Les décompaositions de contraintes globales souples [Adletal., 2012] sont égale-
ment envisageables. Malheureusement, toutes les contraintes soupbes/eet pas étre décomposeées.
Enfin, il existe également une approche classique consistant a ndgaaafde transferts de colts. Il
s’agit de I'approche PFC-MPRDAC présentée dans la section 2.3.5guhelgorithme de séparation
et évaluation permettant de calculer des bornes inférieures a chaqdededarbre de recherche.

3.3 Description simple de l'algorithme

Dans cette section, nous décrivons de maniére simple les parties princpatedre algorithme
GAC*-WSTR décrit plus formellement dans les sections 3.4 et 3.5. L'objectif iadl@permettre une
compréhension globale de I'algorithme et faciliter ainsi la description pluslldétalans les sections
suivantes.

Pour rappel, une contrainte table souple contient une liste de tuples avecdélis associés. Ces
tuples sont appelés les tuples explicites. Chaque tuple qui n'est paceldmdiste de tuples de la
contrainte est associé a un co(t par défaafultCost) qui est défini pour la contrainte. Ces tuples
sont appelés des tuples implicites. L'objectif principal de I'algorithme est deterar une liste courante
de tuples explicites valides. Pour cela, nous utilisons la méme technique quprésti@atée dans STR
dans la section 1.2.3. La liste des tuples explicites est alors séparée epattes. La premiére par-
tie, qui s’étend de l'indice 1 a l'indiceurrentLimit contient les tuples qui sont couramment valides.
La deuxiéme partie, qui s’étend darrentLimit + 1 jusqu’a la fin de la liste contient les tuples qui
sont couramment invalides. Initialement, tous les tuples sont validesreentLimit correspond au
nombre de tuples explicites. Considérant une contrainte, quand le dorsao®éaa une variable de la
portée de cette contrainte est réduit, 'algorithme vérifie si tous les tuplesmisientre les indices 1 et
currentLimit sont toujours valides. Lorsqu’un tuple devient invalide, il est simplemérarége avec le
dernier tuple valide présent a l'indiearrentLimit etla valeutcurrentLimit est décrémentée. Dans
le cadre d'un retour en arriére, il suffit de restaurer la valeur pigrti& decurrentLimit pour considé-
rer & nouveau ce tuple comme valide. Afin d’éviter des opérations de qupigant s’avérer colteuses,
les tuples ne sont pas réellement déplacés physiquement. Un tableaéreéaaé$ de tuples (appelé
position) estintroduit. Initialement, ce tableau contient les indices ordonnés alldnadenombre de
tuples explicites. Quand un tuple devient invalide, son indice est simplemiesni@é& avec I'indice du
dernier tuple valide dansosition, Soit une opération trés peu colteuse car en temps constant quelle
gue soit I'arité de la contrainte. La figure 3.1 illustre ce fonctionnement asla @ STR.

Le deuxiéme objectif de GAGWSTR est d'identifier les transferts de codts qui vont pouvoir étre
effectués sur la contrainte table souple. Pour identifier les opératiomsjdetfpn pouvant étre effectuées
sur une contrainteg, nous devons identifier pour chaque valéura), telle quex € S,a € dom(x)
etz non assignée, le colt minimal parmi les tuples (a la fois explicites et impliciteram(z, a).
Quand ce colt minimal est 0, aucun transfert de co(t n’est possibtan,Sine opération de projection
est effectuée. Calculer le colt minimal d’'une valeur en considérant pésstexplicites couramment
valides est facile a faire. En fait, le parcours de la table requis pourerd@efvalidité des tuples va servir
également a initialiser un tableainCosts contenant le cot minimal de chaque valeur a travers les
tuples valides. Prendre en compte également les tuples implicites pour cakwetittminimal peut
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s’avérer difficile, en fonction de la valeur du co(t par défaut.

Codt par défaut £ : quanddefaultCost = k, les tuples implicites ont le codt interditet ils n'ont

donc pas d'influence sur le calcul du colt minimal'¢arc [0, .. ., k[, min(k, o) = «. Par conséquent,

le colt minimal des tuples (explicites ou implicites) conterfant) est juste égal au colt minimal parmi

les tuplesxplicitescontenantz, a). Puisque aucune opération de projection ne peut étre effectuée depuis
des tuples implicites associégéfaultCost = k, nous n'avons pas besoin de garder un historique des
opérations de projection réalisées antérieurement depuis les tuples implicites.

Codt par défaut 0 : quanddefaultCost = 0, il est alors suffisant de déterminer s'il existe un tuple
implicite valide contenantz, a). Si un tel tuple implicite existe, son co(t est alors égal a 0 et donc le codt
minimal parmi les tuples contenafat, a) est 0 et aucune projection de codt ne peut étre effectuée. Si au
contraire il n’existe pas de tel tuple implicite, alors le colt minimal des tupledi¢é®rp ou implicites)
contenan{x, a) est juste égal au colt minimal parmi les tupdeplicitescontenan{z, a). Déterminer

s'il existe un tuple implicite valide contenafit, a) est réalisé en comptant le nombre de tuples expli-
cites valides contenarit:, a) (nbExplicitValidTuples|z|[a] dans I'algorithme) et en comparant ce
nombre avec le nombre total de tuples valides contefamt) (nbvalidTuples|z]| dans I'algorithme).

Si ces deux nombres sont différents, c’est qu'il existe un tuple impliciteec@ntx, a). Puisque aucune
opération de projection ne peut étre effectuée depuis des tuples implicteséssdiefaultCost = 0,

nous n'avons pas besoin la non plus de garder un historique dediopgide projection réalisées anté-
rieurement depuis les tuples implicites.

Codt par défaut intermédiaire : dans le cas intermédiaire, autrement dit quaatlaultCost # 0
etdefaultCost # k, nous devons garder une trace a la fois des opérations de projeciténgares
qui ont modifié le colt des tuples implicites et aussi identifier un tuple implicitetdgaotus petit cot
afin de déterminer le colt minimal parmi les tuples contefiant). Il faut souligner que dans ce cas
intermédiaire, les tuples implicites peuvent ne plus avoir tous le méme codt. Paplexavec un colt
par défaut égal a 10, une fois que la projection d’'un colt de 3sur) et la projection d’'un colt
de 2 sur(y, b) ont été effectuées (et aucune autre projection effectuée), les tuplksitesp- tels que
Tlz] = a A T[y] = bontalors un colt de 5, les tuples implicites tels alig = a A 7[y] # b ont un co(t

de 7, les tuples implicites tels quér] # a A 7[y] = b ont un colt de 8 et les autres tuples implicites ont
toujours un codt égal a 10.

Une maniére pour garder une trace des projections effectuées set@ingformer les tuples impli-
cites en une forme de tuples explicites décrits par un produit de sous-dmmBar exemple, aprés une
projection d’'un codt de 3 sur, a) pour une table avec un codt par défaut égal a 10, nous pourrions
diviser I'ensemble des tuples implicites en deux parties : une partierdwec= o et un colt égal a
7, lautre avecr[z] # a et un colt égal a 10. Evidemment, ce principe génére un nombre exj@nen
d’ensembles de tuples et ne peut pas étre utilisé en pratique.

Au lieu de cela, nous avons développé une méthode polynomiale pour a¢mfder une trace des
opérations de projections effectuées et identifier un tuple implicite de co(t nhicamizznant une valeur
(z,a). Nous conservons une trace des projections en additionnant les @ig&tes sur une valeur
(x,a) dans une variabléeltas|x][a]. Par exemple, aprés une projection d’'un cot 3(su&), une pro-
jection d’un colt 2 sufy, b) et d'une autre projection d’un codt 1 sur, a), nous avongeltas|z|[a] =
4 etdeltas[y|[b] = 2. Ces deltas nous évitent de modifier le colt des tuples de la contrainte, mais
évidemment nous devons les prendre en compte en soustrayant les delfasalu codt des tuples
implicites et des tuples explicites. Par conséquent, le colt d'un tufz@’il soit explicite ou implicite)
sur une portéé avec un codt initiak correspond & © @, g deltas|z][7[z]].
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Pour identifier le tuple implicite de colt minimal, nous énumérons tous les tuplessvplidsibles
dans un ordre de colroissantet on vérifie si chaque tuple énuméré est explicite ou implicite en le
cherchant dans I'ensemble des tuples explicites. S'il n’est pas tralové | s’agit d'un tuple implicite de
coUt minimal, sinon nous générons le tuple suivant selon I'ordre decami8santet nous recommengons
jusqu’a ce nous trouvions le tuple implicite de co(t minimal. Puisque le nombre ks explicites est
polynomial en fonction de la taille de la contrainte, tout comme la génération dusuipknt selon un
ordrecroissantdu co(t et la vérification pour un tuple explicite, cette identification d’un tupldidite
de codt minimal est polynomial en fonction de la taille de la contrainte.

Pour énumérer tous les tuples valides possibles selon un ordre der@iséant nous commencgons
par trier les valeurs de chaque domaine selon un ordre de codt ctaiegaen d’autres termes, selon
un ordre décroissant des deltas) et nous geénérons le tuple de colt h@nictzoisissant la valeur de
co(t minimal dans chaque domaine. Pour générer le tuple suivant seaidrelde codt croissant, nous
générons les successeurs du tuple courant en remplagant pour chaque variakfesa valeur courante
par la valeur suivante dans le domainexé&ié par ordre de co(t croissant. Cesuccesseurs sont
insérés dans une queue de priorité qui est triée par ordre de ciggactbet en cas d’égalité, par ordre
lexicographique croissant des tuples. Le tuple suivant selon I'omlo®dt croissant correspond au tuple
de colt minimal présent dans la queue de priorité. Le lemme 4 et la propriétgu2ept que cette
méthode est correcte et polynomiale.

Une fois qu’un tuple implicite de colt minimal et qu’un tuple explicite de colt miniratenant
(x,a) ont été identifiés, il est alors facile d’obtenir le cot minimal parmi les tuplesec@ant(z, a) et
d’effectuer les opérations de projections possibles.

Pour résumer, il est donc possible quelle que soit la valeur du colgfeutdi’identifier en temps
polynomial les projections de colt possibles et de les réaliser. Une ®igpéeations effectuées, il est
facile d'effectuer les opérations de projections unaires possibles.

Afin d’accélérer I'exécution de I'algorithme, nous nous concentronteswariables présentes dans
un ensembl&s*“P pour lesquelles une opération de projection est potentiellement possibiéalires
termes, les variables dag8"? sont celles pour lesquelles nous n'avons pas un support (d’ou le nom
S#UP) pour chaque valeur, un support pour une valeur correspordanttuple de col(t O et contenant
cette valeur. De la méme fagon, les tests de validité sont concentrés susambda de variableS'
(val pour validité) qui correspondent aux variables pour lesquelles le denaa@ié modifié depuis le
dernier appel de GACWSTR.

3.4 Structures de données

Dans cette section, nous commencons tout d’abord par décrire les staudtidonnées de base
utilisées pour manipuler les contraintes tables souples. Ensuite, nous disdetta gestion des tuples
implicites (en considérant les trois cas généraux de colt par défaut) fiRio, nous y décrivons une
représentation orientée objet des contraintes table souples.

3.4.1 Structures de base pour les contraintes tables souple

Pour rappel, une contrainte table soupleest une contrainte définie par un tablegutable det
tuples (construits su), un tableawg.costs det entiers, et un entiefg.defaultCost. Le i tuple
danscg.table (aveci € 1..t) se voit associer comme cot [4"€ valeur dans:g.costs. Un tuple
implicite, c’est a dire un tuple qui n'est pas présent dansable, se voit associer comme coit la valeur
cg.defaultCost.

Une caractéristique importante de STR (section 1.2.3) est de maintenir de eneffigace la liste
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des tuples valides. Le principe est de diviser les tuples de chaqueinttedlecs en deux ensembles.

Le premier ensemble contient tous les tuples qui sont couramment validesiplles de cet ensemble
constituent le contenu detable courantedecs. Un tuple présent dans la table courante d’une contrainte
cs est appelé utuple courantde cs. L'autre ensemble contient alors les tuples qui sont invalides et par
conséquent supprimés aux différents niveaux de la recherclaidenun tuple et restaurer la liste des
tuples valides lors d'un retour en arriére est particulierement simple eaedfi Afin de simplifier la
compréhension de notre algorithme, les structures de données utilessparieg retours en arriére dans
le cadre STR ne seront pas détaillées ici. Cependant, plus d'informatonemqt étre obtenues dans la
section 1.2.3 ou dans [Lecoutre, 2009, Lecoutre, 2011].

Pour une contrainte table (souplg), les tableaux suivants permettent d’accéder aux différents en-

sembles disjoints de tuples valides et invalides dansable :

— cg.position est un tableau de taillequi offre un acceés indirect aux tuples detable. A tout
moment, les valeurs dans.position représentent une permutation fig 2, ..., ¢}. Le i®me
tuple decg estcg.table[cg.positionli]], et son colt correspondcg.costs|cs.position[i]].

— cg.currentLimit estla position du dernier tuple courant dagpstable. La table courante des
est composée d’exactementcurrentLimit tuples. Les valeurs damg.position aux indices
allant de 1 &g.currentLimit correspondent aux positions des tuples courants;de

currentLimit w r Yy =z
1 nlalclalc 2
2 nla|c|bl|a 0
3 = b |b|lal|b 3
4 b |blc|a 0
5 wcl|la|a|b 0
6 s c|b|c|c 1
— | 7 ~lclclalc 0 k
position table costs defaultCost

(a) Contrainte table souple,.,., avec initialement 7 tuples explicites valides
cy T

currentLimit w r Yy =z
1 nla|clalc 2
2 nla|c|bl|a 0
7 AT TaTh 3
4 nb|blcl|a 0
—> | 6 ST TaTa T 0
5 s Cc|b|c|c 1
3 ~lclclalc 0 k

position table costs defaultCost

(b) Contrainte table souple,.,. avec 5 tuples explicites valides (tupleset 75
supprimeés) apres que la décisiog- b ait été prise.

FiG. 3.1 — Structures de base pour une contrainte table souple quategpaire
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Lafigure 3.1(a) illustre comment une contrainte table soyplg. est représentée avec nos structures
de données (nous supposons duer(w) = dom(z) = dom(y) = dom(z) = {a,b,c}). Le tableau
table est composé detuples (triés par ordre lexicographiquexde 7). Le colt associé a chaque tuple
est donné par le tableawvsts. Le tableauposition fournit un accés indirect aux tuples. Le dernier
tuple valide de la table est marqué par le pointaitirentLimit. Initialement, tous les tuples de la table
sont valides et la table courante est composé d’exactemeftntLimit = 7 tuples. Il est intéressant
de noter aussi que chaque valeur possede un support.gans Supposons maintenant que la déecision
z # b est prise, la contrainte,,,,. doit donc étre filtrée : la figure 3.1(b) représente I'étapdeition
apres que les tuples et 75 aient été supprimés parce qu’ils sont devenus invalides. Nous poauvesis
observer que la valelr, a) ne possede plus de support, et que tous les tuples contenant la(valeur
sont implicites et ont un colt égaka « devra donc étre supprimée du domainecde

Comme présenté pour STR2 (section 1.2.3), nous introduisons égalementrtiembles de va-
riables, appelés=*? et SU® (pour traiter respectivement les opérations liées aux supports et dsix tes
de validité). D'une part, dés que toutes les valeurs du domaine d’'undlaciat été détectées GAC
cohérentes, il est inutile de continuer de chercher des supports gowaléirs de cette variable. Nous
introduisons alors I'ensemblg*“? composé des variables non assignées (appartenant a la portée de la
contrainte) pour lesquelles le domaine contient au moins une valeur po@léagn support n’a pas
encore été trouvé. Toutes les opérations principales de notre algorithraidlérant uniquement avec
les variables présentes dafi$’?. Pour mettre a jous*“?, nous utilisons un tableau pour compter le
nombrecg.nbGacValues|z] de valeurs GAC-cohérentes identifiées pour chaque variabl®és que
cg.nbGacValues[z| = |[dom(z)|, = est supprimé d&s"?.

D’autre part, a la fin de Iinvocation de GAGNSTR pour une contrainte;, nous savons que pour
toute variabler € S, tout tupler tel quer[z] ¢ dom(x) a été supprimé de la table courantecge Si
aucun retour en arriére n’est effectué et guei(z) ne change pas entre cette invocation et la suivante,
alors au moment de la prochaine invocation, il est indéniabler§tjes dom(x) pour tout tupler dans
la table courante des. Dans ce cas, il n’y a pas besoin de tester[s] € dom(z); on gagne alors en
efficacité en omettant cette vérification. Nous implémentons cette optimisationagr@osembleS*®,
qui correspond a I'ensemble des variables non assignées pourllesdgielomaine a été réduit depuis
I'invocation précédente de GAGNVSTR. Pour mettre en placg®, nous avons besoin d’enregistrer la
taille du domaine de chaque variables S juste apres I'exécution de GAGNSTR sureg : cette valeur
est enregistrée dars.lastSize[r]. Au début du prochain filtragesv® est initialisé a 'ensemble des
variablesr telles queldom(z)| # cs.lastSize[z] tandis qu'au début du programme;.lastSize[z]
est initialisé ddom™ (z)|.

Pour établir GAC sur une contraintes donnée, nous avons besoin de calculer les co(ts minimaux
des valeurs dans;. Ceci peut étre effectué a moindre codt en traversant la table coulmnte Nous
avons juste besoin d'un tableay.minCosts pour stocker ces colts minimauxg.minCosts|z|[a]
correspondra au colt minimal de, a) danscg. Pour finir, quand le co(t par défaut de est différent
dek, il est utile de compter le nombrg;.nbExplicitValidTuples[z|[a] de tuples explicites valides
contenant une valeurr, a), afin de déterminer si un tuple implicite valide existe. S'il est vérifié que
cs.nbExplicitValidTuples|z|[a] est différent du produit cartésien des tailles des domaines courants
de chaque variable exceptééc’est a dire] | |dom(y)|), alors c’est qu'’il existe un tuple implicite
contenan{z, a).

Pour conclure cette sous-section, discutons brievement de la maniéreesidransferts de codts
peuvent étre implémentés. Afin de garder I'historique des transfertsitie effectués a partir des tuples
implicites sans modifier la liste des tuples explicites, nous avons eu besoiptiatsolution propo-
sée dans [Cooper et Schiex, 2004, Larrosa et Schiex, 2004)résente une complexité raisonnable de
O(]S|d). Le principe consiste & conserver, pour chaque contraintelle que|S| > 2, les valeurs origi-
nales de:g.costs tout en enregistrant dans une structure auxiliaire appgléeltas le colit cumulé de

yeSy#T
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toutes les projections sur chacune des valetyrsiéltas|z|[a] est la somme de tous les colts transférés
sur(z,a)). Le coQt courant pour un tuple explicited la positionindex (dans notre représentation) est
alors calculé de la maniere suivante :

cs(T) = cg.costs[index] © @ cg.deltas[z|[r[z]] (3.1)
€S
Pour un tuple impliciter, le coQt courant est :
cs(1) = cg.defaultCost © EB cg.deltas[z|[r[z]] (3.2)

z€eS

La procédure que nous utiliserons pour réaliser les projections asededr la fonction projectDelta.
Elle modifie la structure de donnéesdeltas au lieu de modifiers.costs.

Function projectDeltalgs : soft constrainty : variable,a : value,« : integer)

Require: |[S| > 2Nz e SAa€dom(x) N0 < a <min{cs(T) | T €l(S)AT[x] =a}
1 cp(a) < cp(a) ® a;
2 cg.deltas|z][a] < cg.deltas[z][a] ® «

3.4.2 Gestion des tuples implicites

Lorsque le colt par défaut.defaultCost d’'une contrainte table souptg est égal & ou k, nous
savons que gérer I'historique des projections est inutile pour les tuplesitapliecs. Plus précisément,
sid’'une parts.defaultCost = 0, alors il est évident qu'aucune projection ne peut étre effectuadsiep
les tuples implicites puisque les colts négatifs ne sont pas autorisés. Damatité 3.2, nous avons
cg.defaultCost = 0 qui impliquecg.deltas|z][r[z]] = 0,Vx € S (aucun transfert possible). D’autre
part, sics.defaultCost = k, le colt de n'importe quel tuple implicite reste inchangé, et ce quelles que
soient les opérations de projections réalisées. Dans I'équation 3.2avamns:g.defaultCost = k qui
impliquecs(7) = k puisquek © 5 = k lorsque0 < 5 < k.

Toutefois, si0 < cg.defaultCost < k, appelé aussi co(t par défdntermédiaireci-apres, il est
envisageable d'effectuer des opérations de projection en condidéuares tuples, incluant les tuples
implicites, tout en faisant attention aux colts déja projetés sur des valeurgoBte valeufz, a) d'une
contrainte table souples avec un colt par défaut intermédiaire, les questions que nous avansa n
poser sont les suivantes :

— comment le coGt minimal des tuples (explicites ou implicites) contenant la vateay peut-il

étre identifié ?

— ce colt minimal peut-il étre identifié en temps polynomial ?

L'approche que nous proposons, prouvée plus tard comme polynonuoakiste a exploiter les colts
des tuples implicites, si nécessaire, aprés avoir exploité les tuples explidgstsmportant de rappeler
gue le colt courant d’'un tuple implicite est calculé a partir deg.defaultCost et en considérant
toutes les projections déja réalisées et enregistrées dans la strygtigEtas (voir I'équation 3.2).
Considérant une valeyr:, a), notre objectif est alors de trouver le colt minimal de n'importe quelle
instanciation/ € [(S) \ c¢s.table contenant cette valeur (c’'est & dire telle die] = a) et défini de la
maniere suivante :

cg.defaultCost (3.3)
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Ocg.deltas|z|[a] (3.4)
o @ cs.deltasy|[I]y] (3.5)
yesS\{z}

Compte tenu que (3.3) et (3.4) sont invariants.defaultCost et cg.deltas[z|[a] sont fixés), il
est alors évident que pour obtenir un colt minimal, (3.5) doit étre maximiséaldtres termes, un tuple
implicite avec un colt minimal pour la vale(t, ) correspond a un tuple implicite tel que la somme des
deltas correspondant aux valeurs pour toutes les variablesSdarsepté pout, soit maximale. Afin de
trouver ce tuple, nous introduisons un tablegsortedDomains qui fournit pour chaque variablede
S son domaine courant avec toutes les valeurs triées par ordre déctaiesaurs valeurs de delta. Plus
précisément, pour chaque variablec S, cg.sortedDomains|x].first() renvoie la premiére valeur
(dans le domaine tri€) ef.sortedDomains|z].succ(v) renvoie la valeur juste apres la valayravec
nil voulant dire qu’il N’y en a plus.

a b c first() succ() succ() succ()
N
x4 |10 x a c nil
a b c first() succ() succ() succ()
N
y EE y c a b nil
e b c first() succ() succ() succ()
z z a b c nil
deltas sortedDomains

FIG. 3.2 — Les structuredeltas etsortedDomains pour une contrainte souptg, ..

La figure 3.2 illustre cette structure de données pour une contrainte gecpairimpliquant les
variablesr, y, z avec les trois valeurs, b, c dans leurs domaines respectifs. Sur la gauche, les tableaux
contenant les valeurs de deltas sont affichés, et sur la droite les denira#isesont présentés a travers
I'utilisation des fonctions first() et succ(). Par exemple, on constate qoestaiere valeur pour dans
cs.sortedDomains[z] estb, signifiant quecs.sortedDomains|x]. first() renvoied, la seconde valeur
esta, signifiant quecs.sortedDomains|z].succ(b) renvoiea, et ainsi de suite. L'utilisation de cette
structure pour traiter les tuples implicites sera expliqué dans la section 3.5.

3.4.3 Représentation orientée objet des contraintes taldesouples

Dans nos algorithmes, les contraintes tables souples sont représeatéles pbjets de la classe
SoftTableConstraint (illustrée p&lass SoftTableConstraint dans ce manuscrit). Les attributs
qui sont présents dans cette classe (la plupart d’entre eux ayagtélé&ioduits précédemment) peuvent
étre classés comme suit :

— Les attributs basiques correspondant aux structures de donresssaiées pour représenter les
contraintes table souples (portée, tuples avec codts, colt par déftias) @t pour enregistrer les
co(ts minimaux durant le processus d’inférence ;

— Les attributs STR correspondant aux structures de données util@ég®$R2 (section 1.2.3);

— Les attributs additionnels nécessaires pour traiter les tuples implicites |destpi par défaut de
la contrainte (objet) n’est pas égaka

La méthode principale dans la classe est findSupports() qui utilise des regthiaxiliaires comme
par exemple tableScan() lorsque la table courante doit étre parcourueghouler les colts minimaux.
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Toutes ces méthodes seront décrites dans la section 3.6. Notons qitegde feous utilisons une repré-
sentation orientée objet, nous utiliserons a certains endroits "this" p@uenéer I'objet courant.

ClassSoftTableConstraint

Fields :

/ = Attributs basiques */
S : set ofr variables ; /I portée
table : array oft tuples ; /I tuples explicites
costs : array oft integers ; /I colt de chaque tuple explicite
defaultCost : integer ; /I colt de chaque tuple implicite
deltas : array ofr x d integers ; /I colt cumulé des projections sur les

valeurs

minCosts : array ofr x d integers ; /I codt minimal de chaque valeur

/ * Attributs  STR */

position : array oft integers ;
currentLimit : integer ;
lastSize : array ofr integers ;
sval : set ofr variables ;

SSYP : set ofr variables ;
nbGacValues : array ofr integers ;

/ = Attributs additionnels nécessaires pour traiter les tuple S
implicites */
nbValidTuples : array ofr integers ;
nbExplicitValidTuples : array ofr x dintegers;
sortedDomains : r sets ofd values j/ selon valeurs décroissantes de deltas

Methods :
findSupports() ;
tableScan() ;
isValidTuple(tuple) ;
updateMinCost(variable,value,integer) ;
nbimplicitTuplesWith(variable,value) ;
handleZeroDefaultCost() ;
handlelntermediateDefaultCost() ;
searchlmplicitTupleWithMinimalCost(variable,value) ;
buildSuccessors(variable,(tuple,integer)) ;

3.5 Algorithme GAC*-WSTR

Dans cette section, nous présentons une procédure de filtrage, no8éaNETR, Algorithme
28, pour établir GAC sur un réseau WCNP. Nous choisissons un schéma de propagation classique a
gros grain, c’est-a-dire que la propagation des inférences estegpaddes variables qui sont stockées
dans un ensembl@. De base, lorsque le domaine d’'une variabkst réduit; est placée dan@ afin de
pouvoir propager cet événement aux contraintes impliqualdalgorithme 28 peut étre utilisé pour éta-
blir GAC* durant une phase de pré-traitement, ou pour maintenir cette propriétéraultune recherche
avec retour en arriére. Le premier cas implique d’appeler GAGTR avec le second paramétpecor-

109



Chapitre 3. Un algorithme de filtrage pour les contraintes tables souplesatalg arité

respondant aars(P), tandis que le second cas implique d’appeler GAZSTR aprés qu’une décision
de recherche de la forme= a ouz # a ait été prise, avec le second paramépreorrespondant &z }.
Dans notre approche, toutes les projections unaires et les suppsedsimaleurs sont effectuées
dans le corps de I'algorithme 28. Pour réaliser efficacement ces opésatite structure de type "map"
appeléecouchedVariables est introduite pour stocker uniquement les pairesy) composées d’'une
part d’une variable: pour laquelle un co(t unaire a été modifié, d’autre part du codt unaire ninima
dec,, c’est a direc = min{cz(a) | a € dom(z)}. L'intérét de cette "map" est d'itérer facilement sur
les variables pour lesquelles la fonction de codt unaire a été modifiéetesiiratacilement leurs colts
unaires minimaux sans les recalculer. Comme toute structure "ro@pthedVariables supporte les
opérations suivantes :
— touchedVariables.clear() vide la "map".
— foreach (z, a)) € touchedVariables itére sur toutes les paires "clé-valeur” de la "map".
— touchedVariables.put(z, o) stocke la pairdx, «) en remplagant une éventuelle pajre 3)
déja présente.
Afin d’éviter des instructions inutiles (boucles), nous introduisons :

— maxUCosts, qui est un tableau qui donne pour chaque variable colt unaire maximal de,.
Nous avonsaxUCosts[z| = max{c,(a) | a € dom(x)}.

— globalMaxUCost, qui est une variable qui donne une borne supérieure du coleumaiximal
pour toutes les variables du WCR. Nous avongslobalMaxUCost > max{maxUCosts|z] |
x € vars(P)}. Maintenir une valeur exacte, au lieu d’'une borne supérieure, séuaitpiteux
puisque cela nécessiterait de recalcuter: {maxUCosts[z] | x € vars(P)} pour des variables
déja considérées.

L'algorithme 28, que nous décrivons maintenant, exploite trois invariaitsipaux. Tout d’abord,
les colts maximaux (c’est-a-dire les valeursn&UCosts et globalMaxUCost) sont actualisés au
moment ou GAC-WSTR est invoqué. Ensuiteg.findSupport§) nous permet de calculer les valeurs
de cg.minCosts, c’est-a-dire pour chaque vale(t, a) de cg, aprés I'exécution deg.findSupports§),
cs.minCosts[z][a] est égal anin{cs(7) | T € [(S) A T[z] = a}. Enfin, lorsqu’une contrainte unaieg
est modifiée, (c’est-a-dire qu’au moins un co(t unaire a été modifiéhtdureappetg.findSupports),

il'y a une pairg(y, o) danstouchedVariables aveca, correspondant au colt unaire minimaldge

A chaque itération de la boucle principale de I'algorithme 28, une variatést extraite dey.
Nous devons alors propager la réduction du domaine (la raison pour laquelle était dans)) sur
toutes les contraintes impliquamt Pour chacune de ces contraintgs(lignes 4-5), nous exécutons
cs.findSupport§) afin de mettre a jours.minCosts ainsi quetouchedVariables (voir nos hypo-
théses précédentes). A la ligne 6, nous pouvons explodethedVariables pour a la fois effectuer
toutes les projections unaires possibles en appelant unaryProjecithaigot 4, puis pour mettre a jour
maxUCosts etglobalMaxUCost en appelant la fonction updateMaxUCostOf. A la ligne 10, nous avons
la garantie queglobalMaxUCost est une borne supérieure des codts unaires (parce que aprés avoir
exécuté la fonction updateMaxUCostOf, la valeurgiebalMaxUCost pourrait étre sur-estimee) et
maxUCosts est actualisé. Ceci nous permet d’éviter de considérer toutes leslear@mbdes variables
individuelles aux lignes 10 et 13 quand le ceptajouté a un colt maximal calculé est strictement in-
férieur ak. En effet, nous savons dans ce cas qu'aucune valeur ne peutupmensée. Enfin, toute
valeur pour laquelle le colt a nécessairement atteggt supprimeé par la fonction pruneVar. Quand le
domaine d’'une variable est réduit, nous vérifions qu’un domaine vide (échec) n'est pagagligne
15) et nous mettons a jod (ligne 17). Les autres instructions permettent de mettre a jour les structures
maxUCosts etglobalMaxUCost, ainsi lorsque I'algorithme 28 se termine, ces structures contiennent les
valeurs correctes. Ceci prouve que notre premiére hypothesdidst saus la condition queaxUCosts
etglobalMaxUCost soient correctement initialisées lors de la construction, et correctemerst ajiser
au cours d'un retour en arriere (non détaillé ici). Il est utile de rapppierunassignedt) référence
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I'ensemble des variables qui ne sont pas explicitement assignées parittatte de recherche.

Algorithm 28: GAC*-WSTR(P : WCN, @ : set of variables)
/ = Algorithme a exécuter pour établir GAC * sur le WCN P */

1 while Q # 0 do
2 pick and delete: from Q ;
/I Nous effectuons les projections possibles sur les
contraintes impliquant x
touchedVariables.clear() ;
foreach constraintcs € cons(P) |z € SA|S| > 1do
Lcs.findSupport@ /I mise a jour de cs.minCosts et touchedVariables

/I Nous effectuons les projections unaires possibles
foreach pair (y, «) € touchedVariables do

if & > 0then

| unaryProject(, a) ;

9 updateMaxUCostOf) ;

/I Nous effectuons les suppressions de valeurs possibles
10 if ¢y & globalMaxUCost = k then

11 globalMaxUCost « 0 ;

12 foreachvariabley € unassigne@) do

13 if ¢y © maxUCosts[y] = k then

14 pruneVafy) ;

15 if dom(y) = 0 then

16 | throw FAILURE ;

17 Q—QU{y};

18 | updateMaxUCostO{) ;

19 | globalMaxUCost « maz(globalMaxUCost, maxUCosts[y]) ;

3.6 Trouver des supports dans les contraintes tables souples

Dans cette section, nous décrivons comment des supports sont étetsis aes contraintes tables
souples (avec une arité supérieure ou égale a 2). Tandis que STEiteésenplement un unique scan
(parcours) de table dans le cadre de contraintes tables dures, pacontesintes tables souples nous
avons a traiter potentiellement plusieurs itérations sur les tuples de la tabl@é@ésns supplémen-
taires sont dGes aux opérations de transfert de colt comme nous alloirsi@intenant avec la méthode
findSupports(), Méthode 1, qui établit des supports sur toute conttalleesouple avec n'importe quel
colt par défaut. C'est la méthode principale de notre classe, les autiiesde® étant simplement des
méthodes auxiliaires. Nous décrivons dans un premier temps la méthode détaitler les méthodes
auxiliaires.

Les lignes 1-13 de findSupports() correspondent a l'initialisation regigs ensembles® et S5,
ainsi que des tableaumGacValues, minCosts etnbExplicitValidTuples. L'ensembleS'® est ini-
tialisé pour contenir les variables pour lesquelles les domaines ont étés maelfiés le dernier appel
a l'algorithme (pour la méme contrainte). L'ensemBI&? contient uniquement les variables non assi-
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Function updateMaxUCostOf( : variable)

BN

| » Exécutée pour mettre a jour maxUCosts[z] et globalMaxUCost */

1m«—0;

2 foreachvaluea € dom(z) do

3 L m «— max(m,cy(a)) ;

4 maxUCosts[z] « m ;

5 globalMaxUCost « max(globalMaxUCost,m) ;

Function pruneVarf : Variable)
/ = Exécutée pour supprimer des valeurs de T * [

1 foreachvaluea € dom(x) do
2 if ¢y ® cz(a) = k then
3 | removea from dom(x) ;

gnées, ce qui correspondaassigned(P), c'est-a-dire 'ensemble des variables du WE&Nui ne sont
pas explicitement instanciées par I'algorithme de recherche. Les table@axvValues etminCosts
sont initialisés aux lignes 9 et 11 : initialement, aucune valeur n'a été praovéme possédant un sup-
port etminCosts est initialisé au plus grand co(t possilkld_orsque le colt par défaut de la contrainte
est différent dek, nous devons également initialiser le table®BxplicitValidTuples : le nombre
de tuples explicites valides dans la table est ntigoaur chaque valeur.

Les ensembles¥® et S*» sont utilisés par tableScan(), Méthode 2, détaillée plus tard, pour effec-
tuer de maniére efficace un scan de la table courante. Ces scans metiqret de calculer pour chaque
valeur(z, a) de la contrainte le colt minimal pour un tuple conterfant.). Un premier scan est effectué
alaligne 14 de la méthode findSupports(), qui nous permet de mettre &fyien conservant unique-
ment les variables pour lesquelles un support n’a pas encore été frouvau moins l'une des valeurs
de leur domaine. Tant que™? n'est pas vide, des projections de cot doivent étre effectuédsuce
principale de findSupports() vise a déceler un support pour chadeende la contrainte courante. Une
variablex est extraite a chaque tour de cette boucle, et trois actions successiteesomplies. Tout
d’'abord, des projections concernant les valeurs dans le domainsal& effectuées (nous avons la ga-
rantie qu’il y en a au moins une qui est réalisée puisgétait dansS**?). Ensuite, la pairéx, «) est
placée dansouchedVariables, aveca correspondant au cot unaire minimalgeDans I'algorithme
28, ceci va nous permettre de mettre a jour les structire¥Costs etglobalMaxUCost, et de réaliser
des projections unaires &i est strictement plus grand que Si S*“P contient toujours au moins une
variable, tableScan() est & nouveau appelé a la ligne 27 de la méthodepfiedtS(). Ce nouvel appel
permet de mettre & jour les colts minimaux ainsi que I'enselstfe Notons qu’aprés le premier appel,
Sval est vide et nous avons la garantie que tous les tuples restants sont ladesdeurs sont suppri-
mées plus tard, hors contexte de la contrainte). Enfin, une incohérentétpe détectée précocement
lorsque le colt; ajouté au colt unaire minimal dg calculé est égal &. Lorsque cela se produit, une
exception est levée a la ligne 24.

Nous décrivons maintenant tableScan(), Méthode 2, qui est centirsdendtre algorithme. Les lignes
1 415 de cette méthode sont dédiées aux tuples explicites. La boucle démarrantrée & pigrcourt
successivement tous les tuptede la table courante. A la ligrig un test de validité est effectué pour le
tupler. Ce test de validité est réalisé par isValidTuple(), Méthode 3, qui traitaignignt les variables
présentes dans’® (qui est 'ensemble vide aprés le premier scan de la table). Si le tuplentouesat
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valide, des structures sont potentiellement sujettes a des mises a jour.delifisjgpment, pour chaque
variablex € S*“P, si le colty de 7 est inférieur au colt minimal courant de, a) enregistré dans
minCosts[z][a], aveca = 7[z], un appel & updateMinCdst Méthode 4, est effectué. Cet appel met
a jour la valeur deninCosts|z|[a], et de plus, quang = 0, nous savons que nous venons juste de
trouver un support poufr, a) dans la contrainte. Nous pouvons alors incrémeiitéacValues|x] et
retirerx de S*“? dans le cas olir, a) était la derniére valeur dam®m(x) ne possédant pas encore de
support. Pour les contraintes tables souples avec un co(t par diffienetd dek, le comptage des tuples
explicites valides est géré a la ligné. A la ligne 14, un tuple qui est invalide est supprimé en temps
constant de la table courante : il est échangé avec le dernier tuple deeladatante avant que la valeur
decurrentLimit ne soit décrémentée.

Method 1: findSupports()

/ *Méthode a exécuter pour établir AC sur la contrainte * [
/[ Initialisation

1 Sval — @ :

2 S5 — ();

3 foreachx € sdo

4 if lastSize[z] # |dom(z)| then

5 Sval — Sval U {.T} :

6 lastSize[z] « |dom(z)];

~

if z € unassigne@) then

8 SSUP — S U {z} ;

9 nbGacValues[z| < 0;

10 foreachvaluea € dom(zx) do

11 minCosts[z|[a] « k;

12 if defaultCost # k then

13 L nbExplicitValidTuples|z|[a] < O ;

/l Scans et projections

14 tableScaf) ; /I Premier scan de table; SSP mis a jour
15 S3 — (; /Il Plus de tests de validité aprés le premier scan de
table

16 while s5"P £ () do

17 pick and delete: from S5UP ;
18 a—k;

19 foreacha € dom(x) do

20 if minCosts[z|[a] > 0 then
21 L projectDeltafhis, x, a,minCosts[z|[a]) ;
22 a — min(a, cy(a)) ;

23 if cp ® a =k then
24 L throw FAILURE

25 | touchedVariables.put(z,a);
26 | if S5 £ () then
27 LtabIeScah); /I Scan de table additionnel

113



Chapitre 3. Un algorithme de filtrage pour les contraintes tables souplesatalg arité

Method 2: tableScan()

/*Scan de la table dans le but de supprimer les tuples invalides

et de calculer les colits minimaux des valeurs

*/

/I Trouver les colts minimaux parmi les tuples explicites
11+ 1;
2 while ¢ < currentLimit do

3

© 00 N o g b

11

12
13

14
15

index < positionli];
T < tablelindex] ;
7y « costs[indexr] © @, s deltas[z][T[z]] ;
if isValidTuple(r) then
foreach variablez € S5"P do
if v < minCosts[z][7[z]] then
| updateMinCost, 7[z],7) ;
if defaultCost # k then
| nbExplicitValidTuples[z][r[z]] + +
i+
else
/I supprimer le tuple a la position

swapposition[i], position[currentLimit]);
currentLimit — —;

I/l index du i €M tuple
/I tuple courant T
/I colt de T

/[ Mettre a jour les colts minimaux a partir des tuples

16
17
18
19

20
21
22
23

implicites

if defaultCost # k then

nb «— |l egdom(z)|;
foreachvariablez € s do
L nbValidTuples[x] « nb/|dom(z)|;

if defaultCost = 0 then

| handleZeroDefaultCost() ;

else

| handleintermediateDefaultCost() ;

Method 3: isValidTuple : tuple) : Boolean

1 foreachvariablex € s¥2! do

2
3

L

if 7[z] ¢ dom(z) then
L return false

4 return true
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Method 4: updateMinCost({ : variable,a : value,y : integer)

1 minCosts[z][a] « 7 ;

2 if y =0then

3 | nbGacValues[z]+ +;

4 if nbGacValues[z] = |dom(z)| then
Ity

Method 5: handleZeroDefaultCost()

1 foreachvariablex € $*f do
2 | foreachvaluea € dom(z) do
3 L if 0 < minCosts[z][a] A nbImplicitTuplesWith(x,a) > 0then

4 | updateMinCostz, a,0) ;

Les lignesl6 a 23 de tableScan() traitent les tuples implicites. Tout d’abord, pour chaqisbiea
x présente danS*"?, nous calculons dansValidTuples|z] le nombre de tuples valides pouvant étre
construits a partir des domaines courants des variables$lahgui impliquent une valeur du domaine
dex. Par exemple, si la contrainte est,, et que|dom(x)| = 3, |dom(y)| = 4 et|dom(z)| = 2, alors
nbValidTuples|z| = |dom(x)| X |dom(y)| = 3 x 4 = 12. Cela sera utile pour déterminer si des tuples
implicites existent ou non pour une valeur donnée. Ensuite, nous avor<ds a considérer : lorsque
le colt par défaut estet lorsqu’il est intermédiaire.

Supposons dans un premier temps geeaultCost = 0. Dans ce cas, handleZeroDefaultCost(),
Méthode 5, est appelée a la ligdkde tableScan(). Spécifiguement, une fois que la table courante a été
parcourue, nous avons besoin de vérifier I'existence d’un tuple implialtdevpour chaque valeur de
SsuP, Le nombre de tuples implicites contenénta) est obtenu a la lign& de handleZeroDefaultCost()
par un appel & nbimplicitTuplesWith(), Méthode 6 : il correspond au nerdbrtuples valides possibles
contenan{z, a) auquel on soustrait le nombre de tuples explicites valides tsise contenantz, a).

Si au moins un tuple implicite contenat, a) existe minCosts|x][a] est mis a jour & (ligne 4).

A présent, supposons qe< defaultCost < k. Dans ce cas, handleIntermediateDefaultCost(),
Méthode 7, est appelée a la lighgde tableScan(). Une fois que la table courante a été parcourue, nous
avons besoin de trouver un tuple implicite valide de colt minimal pour chadeerva, a) de S*"7.
Considérons la valeub représentant le codt le plus faible qu'un tuple d&i$§ pourrait avoir s'il était
implicite (ligne 1). Ainsi, [b représente clairement une borne inférieure du colt minimal qui peut étre
obtenu depuis les tuples implicites. Nous entamons alors ces recherctegr@unpant (lignes 3 a 6)
dans un ensemblE toutes les valeurér, a) de " telles queminCosts[x][a] > b et pour lesquelles
il existe au moins un tuple implicite € ((S) tel quer[z] = a. SiminCosts|x][a] est plus grand que
cette borne inférieure, cela signifie quismCosts[z][a] peut étre potentiellement amélioré en considérant
'ensemble des tuples implicites impliquant a). LorsqueF n’est pas vide, tous les domaines sont triés
par ordre décroissant des deltas associés a leurs valeurs, etettamcns ordre de co(t croissant (nous
supposons ici que la fonction sort() appelé a la ligrae la méthode handlelntermediateDefaultCost()

Method 6: nbimplicitTuplesWith{ :variable,a :value)
1 return nbValidTuples[z] — nbExplicitValidTuples|z|[a]
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Method 7: handlelntermediateDefaultCost()

/I Initialisation de F

1 Ib + defaultCost © P, mar{deltas[z](a] | a € dom(x)} ; /I maximal sum of
deltas

2 F—10;

3 foreachvariablex € S*? do

4 foreachvaluea € dom(zx) do

5 if nbImplicitTuplesWith(x,a) > 0 AminCosts|z][a] > bthen
6 LF<—FU{(:1:,CL)};

/I Tri des domaines selon les deltas

7 if F # () then

8 foreachvariablex € S do

9 sortedDomains[z| < sortdom(z),deltas[z]); /Il trié dans l'ordre
décroissant

/I Recherche des tuples implicites de colt minimal pour les
valeurs dans F
10 while F' # () do

11 pick and deletgz, a) from F';
12 (1,7) < searchimplicitTupleWithMinimalCost{, a) ;
/I nous avons v < minCosts[z][a], autrement nil est retourné
13 if (7,7) # nil then
14 updateMinCostz, a, ) ;
15 foreachvariabley # = | (y,7[y]) € F do
16 if v =0V nbImplicitTuplesWith(y,7[y]) = 1then
/l nous pouvons mettre a jour aussi le minCosts pour
d’autres valeurs
17 if 7 < minCosts[y|[T]y]] then
18 | updateMinCosly, 7[y],7) ;
19 remove(y, T[y]) from F';
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Method 8: searchimplicitTupleWithMinimalCost{(: variable,a : value)

/ » Retourne une paire (t,7) ou 7 est un tuple implicite impliquant
(x,a) de colt minimal v <minCosts[z][a], ou nil S'il nN'existe pas */
/I Nous construisons un tuple T contenant  (z,a) avec le plus petit

colt possible

1 7[x] —a;

2 v < defaultCost © deltas|z][al ;

3 foreachvariabley € S | y # x do

4 Tly] <« sortedDomains[y|.first(); // la premiére valeur a le plus petit
colt

5 | 7« y©deltasfyl[r[y];

/*R est un ensemble implémenté par une queue de priorité qui

retourne d’abord les tuples de plus petit colt. Quand les col ts
sont égaux, il retourne les tuples dans l'ordre
lexicographique. */
6 R—{(m,7)};
/I Enumération des tuples contenant (z,a) par co(t croissant
7 while R # () do
8 pick and delete the smallest p&ir',v') from R (tuple with least cost);
9 | if minCosts[z][a] <~ then
10 \ return nil ; /Il parce que les tuples restants ont un co(t >
11 else if— binarySearcht’,table) then
12 \ return (7',~'); /I Un tuple implicite de colt minimal est trouvé
13 else
14 | R < R U buildSuccessors( (7',7)) ;

Method 9: buildSuccessors(: variable, ¢ : tuple,~ : integer)) : set of 7;, v;)

/ * Retourne la liste des successeurs immédiats d'un tuple T de
colt ~ tel que la valeur de x est préservée. */

1 sucessors « 0 ;

foreachvariabley € S | y # x do

b «+ sortedDomains[y].sucdr[y]); // la valeur suivante selon I'ordre
de colt croissant

w N

4 if b #nil then

5 T — Ty=p ; Il 7' est une copie de 7 avec y assignée a b
6 v — v @ deltas[y|[r]y]] © deltas|y][T'[y]] ; I+ est le col(t de 7/
;

successors « successors U {(7/,7)};

8 return successors ;
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réalise cette opération). Cela s’avérera utile pour générer les tuples inggtiaiterdre de co(t croissant.
Trier les domaines peut étre effectué a ce niveau assez tét de I'exépatize que les deltas des valeurs
ne sont jamais modifiés dans la boucle démarrant a la lignqui traite toutes les valeurs d& Pour
chacune de ces valeurs, searchimplicitTupleWithMinimalCost(), Méthodst&ppelée a la ligne 12.
Cette fonction retourne soit une paife ) avecr un tuple implicite valide contenart:, a) de codt
minimal - strictement inférieur ainCosts|x][a], Soitnil si un tel tuple n'existe pas. Lorsque ce n’est
pasnil qui est retourné, il est alors possible de mettre a jamCosts|z][a] & la lignel4. Le tupler
trouvé peut également étre exploité pour les autres valgurdy]) dansF sous réserve que = 0 ou
que le nombre de tuples implicites valides conterjant[y]) est égal 4. De ce faitminCosts[y|[7[y]]
peut potentiellement étre amélioré(gt 7[y]) peut alors étre supprimée dede facon sdre.

Intéressons nous maintenant a searchimplicitTupleWithMinimalCost(), Métidde premier tuple
valide 7 impliquant(x, a) et de colt minimaly est construit aux lignes 1 & 5 : il contient aldrs a)
et, pour chaque variablg # z, il contient la premiére valeur de son domaine trié. Ensyitey) est
la premiére paire placée dans I'ensemBleintroduit pour enregistrer les candidats au réle de tuple
implicite valide de co(t minimal poufz,a). A chaque itération de la boucle démarrant a la ligne
une paire(r’,~') de R, pour laquelle il n’existe aucune autre pafr¢, ") dansR avecy” < +/, est
extraite (et donc supprimée) de Pour les tuples de colts égaux, le tuple le plus petit selon l'ordre
lexicographique est retourné. Un premier test est effectué a la 9igBeminCosts[z|[a] < 7/, cela
signifie qu'il n’existe aucun tuple implicite valide impliquafit, a) qui puisse avoir un co(t strictement
inférieur dminCosts|x][a] : par construction, ces tuples ont un co(t qui est nécessairememiesimu
égal ay/, et donc aninCosts[z|[a] par transitivité. De ce faitpil est retourné. Un deuxiéme test est
réalisé a la lignd 1. Si7’ n'est pas présent damable, cela signifie que’ est un tuple implicite. Ainsi,
nous avons trouvé un tuple implicite valide de colt minimal p@uw), qui peut alors étre retourné;
son colty’ améliore nécessairement la valeumde@Costs|z][a]. Enfin, lorsquer’ appartient &able,

7/ est explicite et donc nous devons continuer a chercher un tuple implictieqrer. pour réaliser cela,
nous ajoutons dank toutes les paires correspondant aux successeurSlisés sur la variable. Si
une méme paire est déja présente danslle n’est pas insérée une seconde fois.

La méthode buildSuccessors(), Méthode 9, nous permet de consegipmaizes successeurs. Plus
précisément, nous construisons un ensembteessors composé d’au plusS| — 1 nouvelles paires,
potentiellement une pour chaque variaplet « of S. Pour chaque variablg # = dansS, nous consi-
dérons la valeub qui vient juste aprés[y] danssortedDomains|y]. Si cette valeur existe (c’est a dire
quer(x] n'est pas la derniére valeur dans le domaine tri& @ que donail n'est pas retourné), un
nouveau tuple’ est construit en clonantet en positionnant la valearay dansr’. La paire(7’,~') est
ajoutée dansuccessors avecy’ représentant le co(t deé.

3.7 lllustration

Dans cette section, le fonctionnement de findSupports(), Méthode flluss€. Nous nous inté-
ressons aux quatre contraintes unairgsc,, c, etc., représentées dans la figure 3.3(a), ainsi qu'a la
contrainte quaternaire, . représentée dans la figure 3.3(b). Nous supposons que I'évenem¥ent
a déclenché I'exécution de findSupports() a la ligne 5 de I'algorithme 'G®ASTR pour la contrainte
cuwzy-- Avant un premier appel a tableScan(), le tabl@anCosts est rempli avec la valeut et I'en-
sembless"P contient toutes les variables du scope de la contrainte ; voir le haut dera 8gifa). Alors,
tous les tuples sont parcourus, en commencantparPuisque ce tuple est valide, la structii@Costs
est mise a jour k est remplacé pab, le cot der,, pour chaque valeur de. Ensuiters est considéreé.

18| es tuples ne sont pas ordonnés comme dans la figure 3.1(a) pbestsias de lillustration.
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3.7. lllustration

En raison der # a, 75 n'est plus valide, et par conséquent les positionszdet du dernier tuple va-
lide courant sont échangéescatrrentLimit est décrémenté. Tous les autres tuples demeurant valides,
les structures alors obtenues sont représentées dans les figued<tBasj et 3.4(b). En particulier, on
constate que la variabte a pu étre supprimée d&"P puisque, aprés avoir traité tous les tuples, toutes
les valeurs dev ont un cot minimal égal & (ce qui veut dire que toutes les valeurs possedent au moins
un support dans cette contrainte). Comsfi#& n’est pas vide, nous entrons dans la boucle a la ligne

de findSupports(), Méthode 1. Ici, nous supposonsagest la premiére variable extraite g&®. Par
conséquent, une projection est effectuée concelfaahj puisque son colt minimal damsnCosts est
strictement positif. La figure 3.5(a) montre que le colt unairéxdé) est passé dea 1 et quess™P est

mis a jour, alors que la figure 3.5(b) montre les colts mis a jour de certains dgpl@gsontrainte, ;-

(en vert, nous présentons les sommes de delta par tuple, lorsqu’elléf@srdd de), ainsi que le codt
courant des tuples). Puisqg8&® n'est pas encore vide, un second appel a tableScan() est effégtué
second scan, qui est nécessaire d a la projection qui vient juste efftctuée, nous permet de mettre a
jour les colts minimaux comme cela est montré dans la figure 3.6(a) ; la tablééassag.,,. demeure
inchangée comme le montre la figure 3.6(b). Finalement, nous supposolss\@uiabley est extraite
dess'?, qui nécessite une nouvelle projection concernant cette fdig-aj. Le résultat est illustré dans

la figure 3.7.

a b c
w0 (010
T 010
Y 010
=10 ]o]o
deltas defaultCost
o wor Yy z -
a b ¢ 2 nlalclalc 2
Cw 1 n 5 nlalc|b|a E
a b c 6 S b b lalb 3
Cl‘ 2 E ulble|b|a Z
a b c % 1 sclalalb 1
Cy u g z e c|blc|c I
a b ¢ = 7 mleclecl|b|c 0
o @ ¢ pogion table (Es
(a) Contraintes unaires - (b) Une contrainte table souplg,.,. avec un
aire. co(t par défauk.

FiG. 3.3 — Initialement. Nous assumons que les valeurs de delta sont tduttsyjae(z, a) vient juste
d’'étre supprimée.

Notre seconde illustration concerne la facon dont les tuples implicites sitéstr@ette fois-ci,
nous considérons une contrainte table souple terrajreavec un codt par défaut intermédiaire egal
a 10. Nous supposons que les valeurs de delta associégs e sont pas toutes égales) &t que
les valeurs(z,a) et (z,c) ont été supprimées; voir la figure 3.8. Un premier appel a tableScan() ini-
tialise, juste avant d’exécuter handlelntermediateDefaultCost() a la ligne8tructureminCosts,
nbValidTuples etnbExplicitValidTuples comme illustré en haut de la figure 3.9. Par exemple,
nous avonsbValidTuples|z] = 6 puisque|dom(y)| X |dom(z)| = 3 x 2 = 6, et nous avons
nbExplicitValidTuples|z][a] = 2 puisque il y a exactement deux tuples explicites valides conte-
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a b c
™
= w|k|k|k
; x k|k a b ¢
I y | k| k|E w |0 [0 [0
g k| k|k
il z T 010
w y 00
2o lo o
w|0|k|k
deltas defaultCost
x k|0
y | k|0 |k — eryc
Slol ek l nla|clalc 2_
7 mlalc|b|a 0
T5,T6y«+ -+, T7 — [ |
i § 16| s b0 |blalb 13
. w| 0|00 = 3 b le|blal |0
N ) — I
% T 10 E 1 src oo b 1
8 5] | o
W y|2]0]1 (4] wlce|blele] |1
g 2101310 15 ] ~lclecl|bl|ec 10 |
” V minCosts position table costs
(a) Calcul des codts minimaux. (b) cway- apres le scan.
FIG. 3.4 — Premier scan de table dg,..
a b c
. b ¢ wl|0 (0|0
3 wlo]o |o + [ ]1]o
él? T NG 010
= "=y 2o 0 0|0
« 2 310 deltas defaultCost
minCosts
(+1) - wor Yy z -
a b ¢ 12| nlalclale 12 |
Cwo 7] =|a bla 10 ]
ABLE E[8] Applblale] |3]-1=2
e. 1 0 ] S 13| mlblelblal [0
ey a b ¢ % L ST TO T 1_
2 Cy - 4 wlc|blc|c 1|-1=0
I . ]
o b ¢ 5] mlefefble] [0
N Cz nn position table costs
(a) Modification dec,. (b) Modification du co(t de certains tuples g, - -

FiG. 3.5 — Projections sur : projectyay-, , b, 1) est executé.
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S.s'up — {y7 Z}

{y, 2}

Ssup

5 = {y.2)

Sour = {2}

v

Calcul des colits minimaux.

a b c
w|k|k|k
x k |k
ylk|k|k
z | k|k|k

¢n
wl|0|k|k
T k|0
y|lk|0|k
2z |0 k|k

¢ TTsT6y -y
w000
T 010
y 121010
2 [0]2]0]

minCosts

T4

b ¢

w|0]0 (0

x 110

Y 010

= 1o ]o]o
deltas defaultCost
wr Yy 2

z nlalclalec Z
7] | a bla 10|
s o] elolalo] [5]
% 13 ] b lc|bla 10 |
% L ST ToTa b 1_
E3 slc|blc|c 1]
15| mlc|c|b|e 10|
position table costs

(b) Cwzyz inChangée.

FIG. 3.6 — Second scan de tabledlg,, ..

a b c
w|0]0 |0
] T 010
puﬁyzﬁ\o
ZOQ\Q

(a) Modification dec,,.

b ¢
w|0 |00
x 110
Y 010
=10 ]o o
deltas defaultCost
- woxr Yy z -
l nla|lclalc 2_
L nlalc|b|a 10 |
’é 16| m b |blal|b ER
g 13 ] mblc|b|a 10|
T s
E3 wc|blc|ec 1]
15 ] mlclcl|b|c 10|
position table costs

(b) Modification de (valeurs de delta associées avgg). .

—1=2

—1=0
—2=0
—3=0
—1=0

FIG. 3.7 — Projections suy : projectCu.y-, Y, a, 2) est exécute.,
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nant(z,a). L'exécution des lignes 1 & 9 de handleintermediateDefaultCost(), Méthoumhitialise les
structuredb, F et sortedDomains comme illustré dans le bas de la figure 3.9. En effiet= 10 —
1-2—-1 = 6, et doncF ne contient pagz,b), (y,b) et (z,b) puisquec,,. minCosts[z][b] =
Cay--minCosts(y|[b] = cuy..minCosts(z|[b] = 3 < 6 (en d'autres termes, il n'est pas possible de
trouver parmi les tuples implicites un co(t plus petit que le colt minimal déja trouvé pour ces va-
leurs, puisque le plus petit colt possible envisageable parmi ces tuplesitiespdist égal &). F' ne
contient pas non plugy, a) parce qu'il n'y a pas de tuple implicite valide contenanta) : il y a 4
tuples valides et tuples explicites valides. Considérons maintenant la boucle principale dieh#ar-
mediateDefaultCost() débutant a la ligh@ Si (z, c) est la premiére valeur extraite d& nous avons
alors le scénario décrit dans la figure 3.10. Le tuple valide contémany de plus faible colt (ich) est
construit en prenant la valeur de plus faible colt dans chaque dom@irie4). Lorsque nous parcou-
rons la table afin de déterminer(gi b, b) est implicite ou non, la réponse est positive, ce qui veut dire
gue nous avons trouvé un tuple implicite de c60gui nous permet de mettre a jottnCosts (vVoir

la valeur de couleur verte pogt, ¢) dans la figure 3.12). Siy, ¢) est la seconde valeur extraite fie

le scénario est celui illustré dans la figure 3.11. Le premier tuple génésédéoant(y, c) est(c, ¢, b),
qui correspond a un tuple valide contenantc) de codt le plus faibl&. Ce tuple est intéressant car son
colt de8 est strictement inférieur au colt minimal,..minCosts[y|[c] déja enregistré pouty, c¢) qui
vaut9. Cependant, ce tuple appartient a la table (en d’autres tdime$) est un tuple explicite), et par
conséquent les deux tuples successeu(s,deb) poury sont généres et ajoutés darnsLorsque le plus
petit tuple deR est extrait, en I'occurrendé, ¢, b) (les deux tuples présents daRsyant le méme co(t,
c’est I'ordre lexicographique qui est utilisé pour les distinguer), nmy®ns immédiatement que nous
ne serons pas capables d’améliorer le score minimal(déja trouvé avec un tuple explicite) : en effet,
les tuples sont itérés par ordre de codt croissant et le tuple cdérant) considéré a un colt déja égal
a9. Nous stoppons alors la boucle en retournaiit Aprés avoir traité la derniére valegt, a) de F,
minCosts est alors comme décrit dans la figure 3.12.

a b c
T 011
210
z |01
deltas defaultCost
oy
11 nlblala 19 | -1=38
| 2| nb|alb 116] —2 =14
é 13 ] s 0 |b b 6] -3=3
T 4] lclala] |14 2-12
S [5] wlclalb| [23]-3=20
—= 16| alclelb] [11]-2-9
position table costs

Fic. 3.8 — Une contrainte table souple ternatfg. avec un codt par défaut intermédiair@. Nous
supposons certaines valeurs de delta différentés efleaussi quéz, a) et (z, ¢) ont été (précédemment)
supprimées.
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a b c a b
2B |6 | 2 EE
839 y y 411
2|83 216 | 2|24
minCosts nbValidTuples nbExplicitValidTuples
b @ T |c |b
y b |a|c ‘
F={@0),(0),(za} 710
sortedDomains

FiG. 3.9 — Etat des structures avant d’entrer dans la boucle principaletéaét la ligne 10) de hand-
leintermediateDefaultCost().

’ (z,c) picked from F ‘

Y
’ R= {((C7 b, b>76)}‘

Y
’ ((¢,b,b),6) picked from R‘

Y

( minCosts|z][c] <6 ‘?)

n;)/ ..“._yes
(binarySealrch((c7 b, b), table) ?)
no . yes

’ return ((c,b,b),6) ‘

FiG. 3.10 — Traiter les tuples implicites po(t, c).

’ (y,c) picked from F ‘ 4% buildSuccessors(y, ((¢, ¢, b), 8))‘
Y Y
|R={((c,c.0).8)}] [R={((5,¢,0).9). ((¢,c,), 9)}
Y Y
’ ((¢,¢,b),8) picked from R‘ ’ ((b, c,b),9) picked from R‘
Y Y
( minCosts[y][c] < 8 7) ( mlnCosts [y][c] <9 7)
ng/ - yes no.” \\y
(binarySearch((c7 ¢, b), table) ’)
no." yes

FiG. 3.11 — Traiter les tuples implicites pody, c).
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b
T 316
3

713

minCosts

FiG. 3.12 — Valeurs finales de minCosts.

3.8 Correction et complexité de I'algorithme

Dans cette section, nous prouvons que l'algorithme que nous propowingent effectivement
GAC* en temps polynomial quelle que soit la valeurideDans un premier temps, nous prouvons la
correction et la polynomialité. Dans un second temps, nous présentoasalyee détaillée de la com-
plexité.

3.8.1 Correction et Polynomialité

Nous commencons par prouver que table$gadéthode 2, maintient une liste correcte de tuples
valides et invalides.

Lemme 1 isValidTuplg) identifie correctement les tuples valides et invalidesabteScaf) assure
gu'une fois la méthode terminée les tuples dansurrentLimit sont tous valides et que les tuples
au dela decurrentLimit sont tous invalides.

Preuve PuisquelastSize[z] est initialisé ddom ™ (x)| au début du programme?® est vide pour

le premier appel a tableSognavant que toute décision ne soit prise. Par conséquent, isValidTuple
renvoie toujours vrai durant le premier scan de table, ce qui estatgruisqu’il est supposé que les
tuples contiennent uniqguement des valeursdde’™ et qu’avant la premiére décision, nous avons
Va,dom(z) = dom™¥(z). Par conséquent, aprés le premier appel a tabléfcanrrentLimit n'a
pas été modifié et il reste encore égal au nombre de tuples explicites.

Maintenant, supposons qu'a un moment donné de larecherche, toydésang ..currentLimit
sont effectivement valides et que tous les tuples au detaifieentLimit sont effectivement invalides,
puis qu’une décision soit prise. Puisque les décisions et les propagagopeuvent que réduire les
domaines des variables, une fois que le domaine d’'une variahlété modifié, nous avons nécessai-
rementlastSize(x) # |dom(x)| et par conséquent est présent dan§v® (voir l'initialisation de
findSupportg)). La boucleforeachde isValidTuplé) vérifie pour chaque variable d&% quer[z] est
toujours danslom(x). Les variables qui ne sont pas énumérées par cette boucle ne ppasentoir
eu leur domaine réduit et donc ne peuvent pas étre la cause de linvaliditéughle. Par conséquent,
isValidTuplg) est correcte.

Lorsqu’un tuple devient invalide, tableSc¢atiéchange avec le dernier tuple et décrémente la valeur
decurrentLimit. Lors d’un retour en arriereurrentLimit est restauré a la valeur qui était la sienne
avant que la décision ne soit prise. Par conséquent, un tuple quivesiudavalide a cause de cette déci-
sion reviendra dans I'état valide aprés le retour en arriére. Cedcitifarae, apres un appel a tableSgan
les tuples dans..currentLimit sont tous valides et que les tuples au delawerentLimit sont tous
invalides. O

Lemme 2 Au cours de I'exécution dindSupport$) sur une contrainteg, updateMinCost) est appelé
seulement une fois avec= 0 pour une valeur donnée, a) de S, de ce fait les valeurs débGacValues
sont correctes.
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Preuve Chaque appel a updateMinCpsta,y) est précédé par un test nous garantissantygue
minCosts[z|[a]. Le seul endroit ou ce n'est pas explicite dans le code est dans la reétladd ligne 14,
mais updateMinCos} est précédé par un appel & searchimplicitTupleWithMinimalQagii garantit
que le colty gu'il retourne est strictement inférieumanCosts|z][al.

Lorsque updateMinCo€&t, a, ) est appelé aveg = 0, il fixe minCosts[z][a] = 0 et incrémente
nbGacValues|z]. Etant donnée la remarque précédente, cela peut se produire seiuleméris durant
le filtrage d’une contrainte. O

Lemme 3 Aprés I'exécution déableScan()Méthode 2, sur une contrainte, nous avons

Vz € S Nunassigned(P),Va € dom(zx),minCosts|z|[a] = min({cs(7) | 7 € I(S) A T[z] = a})

Preuve

1. Nous prouvons d’abord que, a la ligne 16 de I'exécution de la méthddeSzan() sur une
contraintecg, pour chaque valeufr, a) de S (avecx non assignéejinCosts|z][a] est soit le
plus petit coGt d’un tuple valide explicitetel quer[z] = a, soitk si aucun tuple explicite conte-
nant(z, a) n'est valide. Dans un premier temps, chaque élément du table@osts est initialisé
a k (le plus grand codt possible) a la ligne 11 de la méthode 1. Dans la méthodecf(k les
lignes 1 & 15 énumerent tous les tupfesinsi que leur co(t courant assoejéLorsquer est
invalide, il est échangé, et lorsqu'’il est valide, updateMinCost() gsélé quandy est plus petit
queminCosts|z][7[z]] pour mettre & jour cette valeuraPour une valeufz, a), s'il N’y a pas de
tuple valide expliciter tel quer|x] = a, alorsminCosts|x][a] conserve sa valeur initiale Sinon,
par constructiomminCosts|x][a] = min{cg(7) | T € cg.table A valid(T) A T[z] = a}.

2. Nous prouvons maintenant que le code a partir de la ligne 16 de la méthbefecan() calcule
pour tous lesc € S N unassigned(P) etlesa € dom(x) le plus petit colt d’un tuple implicite
valider tel quer[z] = a, et modifieminCosts|z][a] en conséquence.

Tout d’abord, sidefaultCost = k, alors tous les tuples implicites ont un cé#tminCosts|x][a]
ne peut étre modifié. De ce fait, la procédure ne fait rien dans ce cas.

LorsquedefaultCost = 0, alors tous les tuples implicites ont un caltDe ce fait, s'il existe

un tuple implicite valide tel que[x] = a, alorsminCosts|z][a] = 0. Ceci est vérifié grace

a handleZeroDefaultCost(), Méthode 5, ou le nombre total de tuples vadillequer|[z] = a
calculé par_HyGS’y# |dom(y)] es_,t comparé avec I(_e no_m_bre de tuples explicites vaIide_s tels que
T]z] = a. Si ces nombres sont différents, un tuple implicite avec un colt O tetglie= a existe.

LorsquedefaultCost ne correspond ni @ ni a k, handleIntermediateDefaultCost(), Méthode 7,
est appelée afin d’identifier les valeyss a) pour lesquelles il est pertinent d’identifier le plus petit
co(t parmi les tuples implicites contenant cette valeur : ces valeurs sokéesadans un ensemble
F. D'abord, on peut observer que pour les variahteg S“?, qui possédent déja un support,
aucune factorisation de codt n'est possible et que par conséquest,ifiutilie de mettre a jour
minCosts[z][a] pour touta € dom(x). Par conséquent, ces valeurs sont exclueB.den outre,
s'iln'y a pas de tuple implicite contenant une valeur donnée, cette valatépre omise dé". En-

fin, il est facile de calculer le plus petit cailitd’'un tuple (implicite ou explicite). Les valeurs telles
queminCosts|z][a] < b n’ont pas & apparaitre dahs parce que les tuples implicites ne peuvent
jamais réduire leinCosts de ces valeurs. A la ligne 7 de handlelntermediateDefaultCdst(),
contient toutes les valeurs exceptées celles qui ne sont clairementrpasrges, comme expli-
gué ci-dessus. Si" est vide, la méthode handlelntermediateDefaultCost() s’arréte la. Siaon, p
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chaque valeufz, a) dansF, elle identifie un tuple implicite de plus petit codt avec un co(t stricte-
ment inférieur aninCosts|z|[a] dans I'appel & searchimplicitTupleWithMinimalCost(), Méthode
8, dont la correction est prouvée par le lemme 5. S'il y en a un qui estéradnCosts|x][a]

est mis a jour et la bouclwreachde la ligne 15 vérifie si ce tuple de plus petit co(t peut aussi
étre utilisé pour mettre & jour le cot minimal d’autres valeurs, de maniérespasss A cette fin,
nous identifions si ce tuple implicite de plus petit ce(dontient une valeufy, 7[y]) qui est dans

F (avecy # z) et tel que soit son co(t est 0, soit c’est le seul tuple implicite contepanty]).
Dans un tel cas, il ne peut pas exister un autre tuple implicite contépaniy|) avec un codt
inférieur ar et, par conséquentinCosts[y][7[y]] peut étre mis a jour directement @t, 7[y])
peut étre supprimée de.

0

Avant de prouver la correction de searchimplicitTupleWithMinimalCost(){Hdde 8, il nous est
nécessaire d'introduire quelques notions.

Rappelons que, par construction, le caddt(7) d’un tuple impliciter est obtenu en soustrayant du
co(t par défaut la somme de tous éed tas[z][7]z]] pour chaque: € vars(T) :

cost(t) = defaultCost & @ deltas[z|[T]z]]

x€vars(T)

Soit < I'ordre défini sur les tuples par < 7’ < cost(7) < cost(1") V (cost(T) = cost(") AT <|ex
7') oU <|gx st l'ordre lexicographique habituel sur les tuples. En faigst un ordre lexicographique
sur les paire$cost(7), 7). Nous utilisons- < 7 comme abréviation de < 7/ A 7 # 7.

Soit suce, (v) la fonction de succession pour les valeurs du domainetdées par co(t décroissant.
Dans les algorithmesyucc, (v) est notésortedDomains|z].sucdv). Un tupler’ est le successeur direct
d’un tupler si et seulement si il existe une variableelle quer’[z] = succ,(7[z]) etVy # z, 7'[y] =
7[y]. Nous notons- — 7’ si et seulement si’ est un successeur directdetr —, 7’ si et seulement si
il existe une séquence de relatians> 7, 7, — 1, ... 7, — 7’ (fermeture transitive). Par construction,

7 —, 7' impliquer < 7/,

La queue de priorit& utilisée dans la méthode searchimplicitTupleWithMinimalCost() doit garantir
de retourner le plus petit tuple selenmais aussi qu’un tuple donné ne puisse pas étre inséré deux fois
dans la queue. Par exemple, si nous considérons deux variabtestelles quedom(xz) = dom(y) =
{a, b}, succ,(a) = betsuccy(a) = b, le tuple de plus petit colt sefa, a}. A la premiére itération, nous
insérerons dang les successeukd, a} et{a,b}. Lorsque ces tuples sont extraits de la queue, ils vont
générer tous deux le méme succesgéub} qui devra étre inséré une seule fois d&hafin d’éviter des
calculs redondants. Dans le pseudo-code, ceci est réalisé gracéad Ides ensembles a la ligne 14 de
searchlmplicitTupleWithMinimalCost(). En pratique, cette queue particulidreldenue en modifiant
légerement I'implémentation classique d’une queue de priorité avec un tasibino

Le lemme 4 garantit que la bouakéhile dans searchimplicitTupleWithMinimalCost(), Méthode 8,
ne boucle pas indéfiniment et que les tuples sont énumeérés par ordrétaeaissant.

Lemme 4 Les propriétés suivantes sont garanties par la boudhile dans la méthode 8 :
A) les tuples sont énumérés par ordre de codt croissant;;
B) une fois qu’un tuple est extrait de la queue de priorité, il ne peut plus jamais y étre inséré a
nouveau.

Preuve Soit7; un premier tuple extrait de la queueretun tuple extrait de la queue aprés I'extraction
der;. Deux cas possibles : sa#t était déja présent dans la queue lorsgua été extrait, soit, a a été
inséré dans la queue apreés l'extractionrde
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1. Sir, était déja présent dans la queue lorsqua été extrait, alors la queue de priorité garantit que
71 < T2, qui implique a la fois queost(T1) < cost(12) et quer; # 7». De ce fait, les propriétés
A) et B) sont satisfaites.

2. Sim a étéinséré dans la queue apres I'extraction delors il existe un tuple tel quer —., m et
soitT = 71, Soit7 était présent dans la queue lorsquye été extrait. Nous pouvons conclure que
71 X T etr < 1. Ceciimpliquer; < 7 ainsi quecost(m) < cost(Ty) ety # 1o. Par conséquent,
les propriétés A) et B) sont satisfaites.

0

Lemme 5 searchimplicitTupleWithMinimalCost(Méthode 8, retourne soit un tuple implicite de codt
minimal contenantx, a) avec un codt strictement inférieurrinCosts|x][a], soit nil si un tel tuple
n'existe pas.

Preuve Il est relativement simple d’observer dans la méthode searchimplicitTuplstvitinalCost()

que la premiere boucl®reachconstruit un tuple- avecr|xz| = a avec le plus petit colt possible. Il est
clair aussi que buildSuccessors() retourne tous les successaats du tuple- laissantr[z] inchangé.

Si nous considérons la boualehile dans la méthode searchimplicitTupleWithMinimalCost() sans les
instructionsreturn, le lemme 4 nous dit qu’il énumeére tous les tuples telstu¢ = a selon un ordre

de co(t croissant. Dés qu’un tuple a un co(t supérieur ou égalGosts|x][a], tous les tuples suivants
auront un co(t supérieur ou égahénCosts|z|[a] et donc la boucle peut étre interrompue de maniére
s(re. Enfin, la recherche binaire dans les tuples explicites de la tabttueffeeulement une recherche
dans les tuples explicites sans maodifier les autres propriétés de la boucle. O

Lemme 6 Aprés I'exécution déindSupports()Méthode 1, sur une contraintg;, toutes les valeurs de
S ont un support dangs.

Preuve Les appels a tableScan() regroupent daff¢ les valeurs de5 N unassigned(P) qui ne
possédent pas encore de support (et mettent amfmGosts). Tant queS*“? n’est pas vide, il existe
une valeur(z, a) telle queminCosts|z][a] # 0. Une telle valeur est extraite d&“? et une projection
est effectuée ayant pour résult@inCosts|z][a] = 0. PuisqueminCosts peut seulement diminuer,
(z,a) n'appartiendra pas &*"P aprés les appels suivants a tableScan(). Donc, la bautle dans
findSupports() se termine avé¢"? = (), ce qui veut dire que toutes les valeurs de chaque variable dans
S Nunassigned(P) ont un support danss.

Une fois que chaque variable non assignée a un support, les variabigsées ont nécessairement
un support. Par conséquent, toutes les valeurs aiet un support danss. O

Lemme 7 Aprés I'exécution de GAGWSTR, chaque variable est GACohérente.

Preuve Une premiére remarque est que seules des EPT sont utilisées et le W@N ajtes I'exécution
de GAC-WSTR est ainsi donc équivalent au réseau initial.

Dés lors qu'il n'est pas certain qu'une vale(r,a) possede un support pour la contraimig
findSupports() est appelée syrpour trouver ce support. Par conséquent, a la fin de I'algorithme*GAC
WSTR, Algorithme 28, nous pouvons conclure que toutes les valeursnostipport pour toutes les
contraintes. A présent, il nous reste juste a prouver que toutes leslearsaint NC.
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Dés qu’une variable peut avoir un de ses codts unaires modifié par findSupports(), une ise a
detouchedVariables est effectuée pour contenir la paite «) aveca = min{c;(a) | a € dom(z)}.
Toute projection unaire possible est effectuée a la ligne 8 de I'algorithmBa&2&onséquent, a la fin,
toutes les variables ont un support unaire.

Lorsque le domaine ou un codt unaire de la variablest modifié, updateMaxUCostOf() est ap-
pelée et calcule le colt unaire maximum daasUCosts[x|. Quandcy © maxUCosts[x] = k, au
moins une valeur peut étre supprimée du domaine.deuisque par construction nous avons €
unassigned(P), globalMaxUCost > max{cy(a) | a € dom(x)}, il est garantit que pruneVar() est
appelée a la ligne 14 deés lors qu'un domaine peut étre réduit. Il est faclerifier que pruneVar()
supprime toute valeur telle quecy @ c,(a) = k.

Puisque toute variable a un support unaire et que chaque valeuelle quecy & c,(a) = k est
supprimée, nous pouvons conclure que toutes les variables sé6nPEIConséquent, le WCN est GAC
cohérent des lors que 'algorithme 28 est complet.

]

Un point primordial dans I'algorithme est que la méthode searchimplicitTupléifiimalCost() a
une complexité polynomiale et qu’elle n'énumére pas plusdauples.

Proposition 2 searchimplicitTupleWithMinimalCost()Méthode 8, est polynomiale et sa boualeile
s'exécute au plus+ 1 fois.

Preuve Dans la méthode searchimplicitTupleWithMinimalCost(), la méthode buildSuasgsddé-
thode 9, est seulement appelée lorsque le tuple coarastttrouvé dans les tuples explicites. Puisqu’il y
at tuples explicites et puisqu’un tuple ne peut pas étre inséré deux foisedansue, il y a au plus+ 1
appels a la méthode buildSuccessors(). Chacun de ces appels-djquitss dans la queue de priori®

De ce fait, la bouclavhile de la méthode searchimplicitTupleWithMinimalCost() énumére au plus
tuples. Evidemment, le reste de cette méthode est également polynomial. O

3.8.2 Complexité

Nous discutons a présent des complexités spatiales et temporelles de/AZ3IR pour une contrainte
donnéecs. Avecr = |S| l'arité, ¢ le nombre de tuples dans la table associég étd la taille du plus
grand domaine des variables de son scope, les complexités spatialesickesestrde données utilisées
dans GAC-WSTR sont données dans la table 3.1.

Nous présentons la complexité temporelle dans le pire des cas de nos algarithme

Proposition 3 La complexité temporelle dans le pire des cas de la métfind8upports()Méthode 1,
est:

— O(r(d + rt)) quand le colt par défaut et

— O(r(d+r(t+d))) quand le colt par défaut e8t

— O(r(d+ r(t + d(log(d) + rt(log(t) +r))))) dans les autres cas

Preuve

Les premieres méthodes updateMinCost() et nbimplicitTuplesWith(), Méshbde6, sont en temps
constant. Nous discutons a présent de la complexité de la méthode findSQppbsthode 1. Linitiali-
sation des structures de donné&g!, S5» etminCosts estO(rd). Ensuite, la méthode findSupports()
effectue un appel a tableScan(), Méthode 2, et boucle alors au pluspaque variable appartenant
au scope de la contraintg; (c’est a dire au plus fois). En effet aucune variable n’est ajoutée dans
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Structure de données Complexité spatiale
cs.S O(r)
cg.table O(tr)
cs.costs O(t)
cg.deltas O(rd)
cs.minCosts O(rd)
¢g.position O(t)
cg.SvP O(r)
.SV O(r)
cs.lastSize O(r)
cs.nbGacValues O(r)
cs.nbValidTuples O(r)
cs.nbExplicitValidT uples O(r)
)

cs.sortedDomains O(rd

TAB. 3.1 — Complexité spatiale dans le pire des cas des structures de donnésssyttisGAC-WSTR
pour une contrainte donnég.

Ssup gprés I'étape d'initialisation. A chaque tour, une variable est considgréer chaque valeur du
domaine de la variable, c’est a ditefois, une projection peut étre effectuée ainsi qu’'un appel a la
méthode tableScan(). Globalement, la complexité temporelle dans le pire desfoadSdipports() est
O(rd + O(tableScan()+ r(d + O(tableScan())), c’est a direO(rd + rO(tableScan().

Il est nécessaire d'étudier la complexité temporelle de la méthode tableSetumt)les trois cas
possibles de valeur de co(t par défaut. La premiére partie de I'algorithowwér les colts minimaux
parmi les tuples explicites) e6t(rt) puisque pour chaque tuple nous devons :

— calculer le codt du tuple courant qui €3tr)

— veérifier si le tuple courant est valide ou non qui &$t) ou (O(1) en fonction de la taillesv®.
Notons que durant le premier appel & la méthode tableScaif() contient au plus- variables
tandis queS** est vide durant le second appel et ceux qui suivent (s'il y en a).

— mettre & jour pour chaque variable §&7 la structurecg.minCosts qui estO(r).

La complexité globale de la premiere partie de la méthode tableScan(reste

— Lorsque le colt par défaut dstla méthode tableScan() se termine et sa complexité temporelle est
O(rt). La complexité globale de la méthode findSupports() dans ce cayest + rt)).

— Lorsque le colt par défaut éstun appel a handleZeroDefaultCost(), Méthode 5, est effectué en
plus par la méthode tableScan(). La complexité temporelle de la méthode han@lefzedtCost()
estO(rd). Lorsque le colt par défaut e8f la complexité temporelle globale de la méthode
tableScan() esD(r(t + d)) et celle de la méthode findSupports() €st(d + r(t + d))).

— Lorsque le colt par défaut se situe erftret &, la méthode tableScan() réalise en plus un appel a
handleintermediateDefaultCost(), Méthode 7. Dans la méthode handheéuiate DefaultCost(),
l'initialisation de la queud” et le calcul de la valeulb représenten®(rd). Ensuite pour chaque
variable nous devons trier le domaine, ce qui représexite log(d)). Enfin, F contient au plus
rd valeurs et pour chaque valeur, un appel a searchimplicitTupleWithMinios&ll; Méthode
8, est effectué et le colit minimal dewvariables doit étre mis a jour. Nous avons ainsi une com-
plexité globale d&(rd(log(d)+r+O(searchimplicitTupleWithMinimalCost)) pour la méthode
handlelntermediateDefaultCost().
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La méthode searchimplicitTupleWithMinimalCost() a été prouvée polynomialgo¢Bition 2)
avec au plus tours de boucle. A chaque tour une recherche binghe log(t))) et un appel a
buildSuccessors(), Méthode @) (%)) sont effectués dans le pire des cas. La complexité tempo-
relle de la méthode searchimplicitTupleWithMinimalCost() @t + t(rlog(t) + r2)), c’est a
dire O(rt(log(t) + r)). La complexité temporelle de la méthode handlelntermediateDefaultCost()
estO(rd(log(d) + rt(log(t) +1))).
Lorsque le colt par défaut se situe eriiret &, la complexité temporelle globale de la méthode
tableScan() esD(r(t + d(log(d) + rt(log(t) + 7)))) et celle de la méthode findSupports() est
O(r(d + r(t + d(log(d) + rt(log(t) +1)))))-

O

Pour terminer, nous présentons la complexité temporelle dans le pire des nasrel algorithme
principal GAC'-WSTR.

Proposition 4 La complexité temporelle dans le pire des cas de I'algorithme GWSTR, Algorithme
28, estO(n%d? + der(O(findSupports())).

Preuve unaryProject() et updateMaxUCostOf() représentent chacuneamplexité en tempé&(d).

La "map" touchedVariables pouvant contenir variables, la complexité des lignes 6 a 9 est donc
O(nd). La fonction pruneVar() ayant une complexité en terojfg), la complexité des lignes 10 a 19
est dona)(nd) carn variables peuvent étre non assignées et parcourues a la ligne I#npéegité des
lignes 6 & 19 est don@(nd). La boucle principalevhile de GAC'-WSTR peut étre exécutée! fois (le
domaine des variables peut étre modifiéfois). De ce fait, la complexité en temps dans GAQSTR
des lignes 6 a 19 e€)(n?d?). La complexité en temps des lignes 1 a 4@éfer) car lese contraintes
impliquent au plug variables dans leur scope (et hon pasideariables) et le domaine de cesgariables
peut étre modifiél fois (c’est pourquoi la ligne 4 est exécutéead fois au lieu deend). La complexité

de la ligne 5 étanO(findSupports(), avec la méthode findSupports() appelée qui dépend de la valeur
du colt par défaut, la complexité en temps des lignes 1 & 5 est@giwe (O(findSupports())). Par
conséquent, la complexité totale de GAWSTR estO(n2d? + der(O(findSupports())). O

Le tableau 3.2 récapitule les complexités en temps dans le pire des cas dakragGAC3
(Algorithme 26) et GAC-WSTR (Algorithme 28) pour établir GAC On observe bien la polynomialité
de notre approche GAGWNVSTR dans tous les cas (c'est a dire quelle que soit la valeur du colt pa
défaut) par rapport a I'algorithme de base pour établir GAGi n'est polynomial que lorsque la taille
de I'entrée est eW(d") et qui est exponentiel lorsque I'entrée est un polyndéme, deet n.

| Algorithme || Co0t par défauf Complexité en temps |
GAC3" [0, k] O(n?d? + der(r(d" + d)))
GAC*-WSTR K O(m2& + der(r(d + rt)))
GAC*-WSTR 0 O(m2d® + der(r(d + r(t + ))))
GAC*-WSTR 10, k[ O(n?d? + der(r(d + r(t + d(log(d) + rt(log(t) +1))))))

TAB. 3.2 — Complexités temporelles dans le pire des cas des algorithmes*GAIQ8rithme 26) et
GAC*-WSTR (Algorithme 28) pour établir I'arc cohérence généralisée, ectifimde la valeur du colt
par défaut des contraintes tables souples traitées.

Aprés avoir étudié les propriétés théoriques de notre approche, raenpons dans les deux sections
suivantes le protocole et les résultats de notre évaluation expérimentale.
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3.9 Familles de problemes

L'algorithme que nous proposons peut étre appliqué sur n'importe gualiieainte table souple,
c’est a dire quelle que soit sa valeur de colt par défaut. Nous auamngtater que, parmi 183 familles
d’'instances WCSP listées shittp://costfunction.org , les familles contenant des instances
dans lesquelles les contraintes tables souples (de faible arité et majoritdit@naéres) possédent un
co(t par défaut égal soit@ soit ak, apparaissent bien plus fréquemment en pratique. Par conséquent,
nous avons eu besoin de générer des instances contenant demmntta grande arité d’'une part, et
pour lesquelles le colt par défaut se situe ebieek exclus d’autre part, afin de tester notre approche.

3.9.1 Instances avec un codt par défaut égal@ou a k

Dans cette section, nous décrivons d’abord les instances compaséestdaintes tables souples
avec un coQt par défaut égabéou k, de plus ou moins grande arité, que nous avons (apres les avoir
générées si besoin) utilisées pour nos expérimentations.

Nous avons procédé a une premiére expérimentation sur une nouvélel'séstances de mots-
croisés ¢rossword, appeléerossoft qui se prétent naturellement a une représentation par des contraintes
tables souples. Etant donné une grille et un dictionnaire, I'objectif estrdplir la grille avec des mots
puisés dans le dictionnaire. Pour générer ces instances, nous #liségrois séries de grilles (Herald,
Puzzle, Vg) et un dictionnaire, appelé OGD, qui contient des noms comf@ues un colt dé associe
a chaque mot) et des noms propres (avec un co(t assoeié-dmrrespondant a la longueur du mot).
Ces pénalités sont inspirées de la notion de profits associés aux mots slédetsite internet francais
http://ledefi.pagesperso-orange.fr

Nous avons réalisé une deuxiéme exper|mentat|on sur des instances \¢@®Res. Nous avons
généré différentes classes d’instances en considérant le modeleECB® Bt al.,, 2007]. Avec les pa-
rametres bien choisis, le théoréme 2 dans €Xal., 2007] est vérifié pour le cadre CSP : une phase de
transition asymptotique est garantie a un point de seuil précis. Des inst@Sée obtenues a partir du
modele RB ont également été transformées en instances WCSP en associalitaléatoire (entreet
k) pour chaque tuple CSP interdit, et en considérant un colt par dé&falé0 pour les tuples implicites.

On peut naturellement supposer que les instances WCSP ainsi obtenti@sl snoins aussi difficiles
que les instances CSP d’origine. En fix&nt 10, nous avons généré plusieurs séries d’instances WCSP
d’arité 3 ; rb-r-n-d-e-t-s est une instance d’aritéavecn variables, une taille de domaieet e r-aires
contraintes déightnesg et générées avec une graingseed.

Ensuite, nous avons transformé des instances CSP en instances W&SBaant un colt aléatoire
entrel (inclus) et10 (inclus) aux tuples explicites présents dans les contraintes. Les valetrs)
ont été choisies arbitrairement. Pour les tuples implicites, un colt par dégatfixé & ou &k (avec
k > 10) en fonction des séries et plus précisément des contraintes. En effetupe contrainte table
positive & 'origine, le colt par défaut a été fixé aandis qu'il a été fixé & pour une contrainte table
négative. Un premier ensemble a été obtenu en transformant des insE&iagatoires (avec des arités
de contraintes égaless@t 10) en instances WCSP, appeléasd-8etrand-1Q Le colt par défaut utilisé
pour les tuples implicites a été fixéka Un deuxiéme ensemble, appe@ssword-conyva été obtenu
en transformant des instances C&Bssworden WCSP avec un codt par défaut égat.aJne telle
transformation a également été utilisée pour les séeiesult-mod Pour ces instances, des contraintes
ont un coQt par défaut égalieet les autres ont un colt par défaut égal a

Enfin, nous avons expérimenté GARVSTR sur des séries du monde réel provenant du site internet
http://costfunction.org/en/benchmark . Bien gue notre approche soit clairement adaptée
aux contraintes souples de grande arité, il était intéressant malgré tdnsedver son comportement
sur des contraintes de faible arité. Pour cela, nous avons utilisé les esgiebnkage celar et spot5
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([Bensanaet al, 1999]) qui représentent des instances WCSP structurées avecordezintes de faible
arité.

3.9.2 Instances avec un coQt par défaut différent de et dek

Dans cette section, nous décrivons cette fois-ci des instances aveardeintes tables souples avec
un codt par défaut intermédiaire, de plus ou moins grande arité, égaletiedtes pour tester notre
approche.

Nous avons généreé une deuxiéme série d'instancssoftobtenue a partir d’instances CEloss-
word insatisfaisables. Les instances CSP ont été générées depuis desixisdagidles (Herald, V) et
d’'un dictionnaire, appelé LEX, qui contient des noms autorisés. Pdenildes instance€rossword
insatisfaisables, nous avons réduit le nombre de mots pour différentes t&illrots. Nous avons arbi-
trairement réduit le nombre de mots de taille 4 (397 noms conservés sur, B1A6mbre de mots de
taille 5 (309/3145) et le nombre de mots de taille 6 (1112/3852). Ainsi, des aest&MCSRrossoftont
été construites avec des contraintes tables souples dans lesquelles &ebripliéites contiennent tous
les mots interdits (avec un co(t par défautijlet les tuples explicites correspondent aux mots autorisés
avec un colt dé. Les instance€rossoftgénérées pour nos expérimentations possedent des contraintes
tables souples d’arité comprise entret6.

Une deuxieéme famille d’instances, appel€akuro, a été générée. Kakuro est un puzzle logique
rendu populaire par la compagnie japonaise Nikoli. Etant donné une griipasée de cases noires et
blanches, I'objectif est de remplir les cases blanches avec un nombed enfr de telle maniére que la
somme de chaque séquence horizontale ou verticale soit égale a la somntielftemt imposée par
la case noire adjacente et que tous les entiers utilisés dans la séquentdifférents. La figure 3.13
représente un exemple de puzzle Kakuro résolu.
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FIG. 3.13 — Solution d’'un puzzle Kakuro

Afin d’'obtenir des instances Kakuro insatisfaisables, nous avons medifié chaque instance la
valeur d’'une somme imposée dans une case noire. Les instances Kakéréep pour nos expérimen-
tations possédent des contraintes tables souples d'arité compris@ ehfreNotons que les instances
Kakuro ont été organisées dans trois séries (easy, medium et haddpgumdent de leur difficulté a étre
résolue par un humain et non par un solveur. C’est pourquoi daegpesimentations ces catégories ne
correspondent pas réellement a trois catégories de difficulté croigpanteun solveur).

Enfin, nous avons expérimenté notre approche sur une série d’iasmeogram Etant donné une
grille vide, I'objectif est de colorier certaines cases de telle maniére quédegsces de cases coloriées
ou non coloriées correspondent gaatterns(modeéles) précisés sur chaque ligne et sur chaque colonne.
La figure 3.14 représente un exemple de Nonogram résolu. Afin diolesinstances Nonogram insa-
tisfaisables, nous avons inversé les patterns de deux lignes. Par exenmalternp = [5, 2, 3, 4] sera
remplacé par le pattersl = [4, 3,2, 5]. Les instances Nonogram générées pour nos expérimentations
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possédent des contraintes tables souples d'arité comprisel 6retre9.

—
—
— = = W

FIG. 3.14 — Solution d’'un puzzle Nonogram

3.10 Resultats expérimentaux

Afin de valider expérimentalement notre approche pour filtrer les contsaadtées souples de grande
arité, nous avons mené des expérimentations (avec notre sdlielipn) en utilisant un cluster Bi Xeon
3.0GHz avec 2GiB de RAM sous Linux. Pour résoudre des instanceslageontraintes tables souples,
nous avons d’abord implémenté une version de PFC-MRDAC (préseatéelal section 2.3.5) ou les
coQts minimaux (requis par I'algorithme pour calculer les bornes inféripsoes obtenus en appelant la
fonction tableScan(), Méthode 2. A chaque étape de la recherchensappel a la fonction tableScan()
est nécessaire pour chaque contrainte table souple puisque PFC-MRBE¥ploite pas les opérations
de transfert de codts. Cette version sera appelée PFC-MRDAC-W&ii&s que la version classique,
dans laquelle les colts minimaux sont cherchés parmi les tuples de maniéreseaivappelée ici PFC-
MRDAC-STD (STD pour standard).

Nous avons aussi implanté I'algorithme GA®/STR et nous I'avons incorporé dans un algorithme
de recherche arborescente en profondeur d’abord et retouriéreaCet algorithme de recherche peut
également maintenir GAGvia I'algorithme classique 26 présenté précédemment, et itérer, comme nous
I'avons expliqué, tous les tuples valides afin de calculer les colts minimaug botees inférieures.
Pour contréler ces itérations (qui peuvent étre exponentielles en fordibarité des contraintes), nous
avons fixé de fagon pragmatique un parameétre qui retarde I'applicatibalglerithme jusqu’a ce que
assez de variables dans le scope des contraintes soient assignpestidtre, I'algorithme se décline
en trois versions : GACappliqué a une contrainte lorsque au plus deux variables de sa portéstne s
pas assignées, GAGorsque au plus trois variables ne sont pas assignées ef, @ACest appliqué
systématiquement pour chaque contrainte.

Enfin, nous avons comparé notre approche avec les autres cawderi®@tat de I'art que sont FDAC
et EDAC. Les utilisations de ces méthodes ont également été retardéesnlsifailaire a GAC.

Nous avons conduit une premiére série d’expérimentations sur les fanellppotlemes décrites
dans la section précédente et nous avons comparé les résultats olatelassdifférentes variantes de
PFC-MRDAC et GAC. Un temps limite del, 200 secondes a été fixé par instance. L'heuristique de
choix de variable utilisée estorn/ddeg [Bessiere et Régin, 1996] et I'heuristique de choix de valeur
consistait a choisir en priorité la valeur de colt (unaire) minimale (qui egtumia 0 pour GAC).

Les résultats globaux sont donnés dans le tableau 3.3. Dans le tabléastdases sont triées selon le
colt par défaut. Chaque ligne de ce tableau correspond a une sgéstantes celar, spot5 rand-3. ..

Le nombre total d’instances pour chaque série est donné dans ladeezalpbnne du tableau, et pour
chacune de ces séries, les arités des contraintes qu’elles contieanemdiquées dans la troisieme
colonne. Pour chacune des séries, nous fournissons le nombrewdes résolues (optimum prouvé)
par chaque méthode en 20 minutes.

Parmi les quatre variantes de GAGGAC; et GAC; sont globalement les moins bonnes. Pour la
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PFC-MRDAC- Maintient-
Series #Inst  Arités | WSTR STD GAC*-WSTR GAC, GAC; GAC;
Co0t par défaut 9
celar (celar6 and celar7) 15 2 4 5 4 6 6 6
spot5 21 2et3 2 3 3 3 3 3
rand-3(rb) 48 3 22 31 21 33 32 32
linkage 22 1ab5 0 0 0 0 0 0
ergo 19 1a18 13 12 14 11 12 13
Colt par défaut =-cc
crossword-conv 16 5a9 8 0 0 0 0
rand-8 20 8 2 0 1 17 10 0
rand-10 20 10 20 0 20 0 0 0
crossoft-puzzle 22 3als 22 9 22 7 9 9
crossoft-vg 65 4420 12 6 14 4 4 6
crossoft-herald 50 3a23 27 10 31 9 10 10
Codt par défaut |0, +oo|
crossword 8 4a6 7 3 6 1 2 2
kakuro-easy 50 249 17 8 29 14 27 19
kakuro-medium 50 2a9 20 8 26 14 23 22
kakuro-hard 50 249 24 6 32 15 32 23
nonogram 25 16 229 0 0 0 0 0 0
Codt par défaut 6 et +-o0
renault-mod 50 22410 | 44 32 45 37 38 40
Total | 244 133 | 276 171 208 185

TAB. 3.3 — Nombre d’instances résolues par série (temps limite de 1,200 sefizsgqeEw instance).

variante GAG,, ce n’est pas surprenant puisque trouver des supports sur mkesictes de grande arité
est trés colteux. En effet, cela signifie itérer sur tous les tuples validesdeaintes pour calculer les
bornes inférieures et le nombre d’itérations est exponentiel en foraiiarité des contraintes. Pour la
variante GAG, ce n’est pas surprenant non plus car la capacité de filtrage esepluiseren début de

recherche que par rapport a la variante GACa variante retardée GACqui filtre donc plus t6t durant

la recherche que GALC obtient globalement de meilleurs résultats que les versions;@AGAC;.

Nos approches GAGWSTR et PFC-MRDAC-WSTR résolvent plus d’instances que les algoeith
standards, plus particulierement pour les séries d'instances de guatéd®ar exemple, les sériemd-
10etcrossword-congont résolues uniqguement par les approches STR. Sans surprégggyieshes STR
ne sont pas si efficaces sur les sériegand-3) etcelar, ce qui peut étre expliqué par l'arité faible des
contraintes impliquées dans ces instances.

Nous avons mené une deuxieme série d’expérimentations afin de comp@ecapproche GAG
WSTR avec certaines autres cohérences (plus fortes) comme EDAG\EL EBs résultats sont donnés
dans le tableau 3.4. Le protocole expérimental est le méme que celui utilisEgwamiére série d’ex-
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périmentations. A noter que pour les approches EDAC et FDAC nousiéasainiquement les variantes
retardées EDAget FDAG; puisque les variantes non limitées et les autres variantes retardéesrsont su
passées (voir la conclusion de la premiére série d’expérimentations) diffecile de conclure avec les
résultats expérimentaux obtenus. Notre approche a résolu plus d'iestgne EDAG et FDAC; pour

la moitié des séries. Concernant I'autre moitié des séries les approchésatidé I'art sont meilleures.
Malgré tout, une comparaison de ces différentes approches restiedifticsqu’elles n’'établissent pas
la méme cohérence et de ce fait, nous savons déja que les capacités gk ditina supérieures pour
les cohérences FDACet EDAC* par rapport a AC. Une perspective intéressante serait d’intégrer la
réduction tabulaire simple STR pour établir les cohérences FDAEDAC' et proposer ainsi les al-
gorithmes (G)FDAC-WSTR et (G)EDAC-WSTR. Cependant, méme si FDA@t EDAC (ainsi que
VAC) sont considérées en pratique comme les meilleures méthodes paunineéses WCSP, ces résul-
tats prouvent qu’un algorithme classique (mais paramétré et optimisé via 'utifisi8 TR) établissant
I'arc-cohérence souple GAGeste compétitif.

Maintient-
Series #Inst  Arités | GAC*-WSTR FDAG EDAC;
Co0t par défaut 6
celar (celar6 and celar7) 15 2 4 9 9
spotS 21 2et3 3 5 5
rand-3(rb) 48 3 21 32 1
linkage 22 145 0 0 0
ergo 19 1a18 14 16 13
Colt par défaut =co
crossword-conv 16 5a9 8 0 0
rand-8 20 8 1 10 10
rand-10 20 10 20 0 0
crossoft-puzzle 22 3al3 22 9 9
crossoft-vg 65 4a20 14 4 4
crossoft-herald 50 3a23 31 10 10
Co0t par défauk |0, +o0]
crossword 8 4346 6 2 2
kakuro-easy 50 2a9 29 39 39
kakuro-medium 50 2a9 26 39 39
kakuro-hard 50 249 32 41 41
nonogram 25 16 429 0 0 0
Co0t par défaut 6 and-+oo
renault-mod 50 2410 | 45 39 0
Total | 276 255 182

TAB. 3.4 — Nombre d’instances résolues par série (temps limite de 1,200 sefizages instance).

Le tableau 3.5 se focalise sur certaines instances sélectionnées avec laon@oagaison d’'algo-
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rithmes. Nous proposons un apercu des résultats en termes de tempsnCieiddiedes). Comme pour
les autres expérimentations, un temps limite 200 secondes a été fixé par instance. Les instances ont
été sélectionnées dans le but de refléter la tendance qui émane ded'sgpésmentations précédentes
(voir tableaux 3.3 et 3.4).

PFC-MRDAC- Maintient-

Instances WSTR STD GAC*-WSTR GAC; FDAC3; EDAC;
celar6-sub0 203 66.7 123 24.2 1.22 1.25
spot5-29 > 1,200 1,151 447 236 1.78 1.87
rb-3-20-20-60-p2944-7 | > 1,200 165 > 1,200 99 122 >1,200
munin-2 > 1,200 > 1,200 840 > 1,200 256 179
crossword-mlc-words-vg5-€ 982 > 1,200 1,033 > 1,200 > 1,200 > 1,200
rb-8-20-5-18-800-11  |> 1,200 > 1,200 > 1,200 907 1,040 1,046
rb-10-20-10-5-10000-0 2.08 > 1,200 193 >1,200 > 1,200 > 1,200
crossoft-ogd-15-01 66.4 > 1,200 181 > 1,200 > 1,200 > 1,200
crossoft-ogd-puzzlel0 1.06 > 1,200 1.87 >1,200 > 1,200 > 1,200
crossoft-ogd-vg-5-6 1.13 118 2 >1,200 >1,200 > 1,200
crossword-mlc-LEX-vierge44  0.78 5.1 1.2 411 426 423
kakuro-easy-012 192 > 1,200 594 715 52.9 48.5
kakuro-medium-016 > 1,200 > 1,200 > 1,200 > 1,200 18.2 14.9
kakuro-hard-024 > 1,200 > 1,200 461 591 122 134
nonogram-gp-106 > 1,200 > 1,200 > 1,200 > 1,200 > 1,200 > 1,200
renault-mod-10 | 802 >1,200| 641 >1,200 > 1,200 > 1,200

TAaB. 3.5 — Temps CPU (en secondes) pour prouver I'optimalité sur des instaéleetionnées variées
(temps limite de 1,200 secondes fixé par instance).
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Chapitre 4

Résolution WCSP par I'extraction de
noyaux insatisfaisables minimaux
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Nous présentons dans cette section les travaux constituant notreeeoairibution. Ce travail a fait
I'objet d’une publication dans [Lecoutet al., 2013]. Nous présentons également de nouveaux résultats
non encore publiés.

4.1 Problématique

Comme nous 'avons vu dans le chapitre 1, le probléme de satisfaction daiot@¥r(CSP) consiste
a déterminer si un réseau de contraintes (CN) donné, ou instanceSES&igfaisable ou non. Il s’agit
d’un probléme de décision, ou I'on cherche une instanciation compléteassdistf toutes les contraintes.
Lorsque des préférences doivent étre représentées, il egilpats les exprimer a I'aide de contraintes
souples. Dans le cadre WCSP (Weighted CSP), présenté dans le cRapitiique contrainte souple
associe un co(t aux différentes instanciations des variables surllesaqlie porte, permettant ainsi de
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modéliser différents degrés de violation. L'objectif est alors de trounerinstanciation qui minimise le
co(t combiné des différentes contraintes souples.

Nous avons constaté également dans le chapitre 2 que la plupart desesétbneblles de résolution
de réseaux de contraintes pondérées (WCN pour Weighted Constednmd i), ou instances WCSP, se
fondent sur une recherche par séparation et évaluation (BrancB@md) et utilisent diverses cohé-
rences locales souples pour estimer le colt minimum du réseau simplifié audeolarrecherche. Ces
cohérences locales (ACFDAC*, EDAC*, VAC, OSAC), présentées dans la section 2.3.2, sont fondées
sur des méthodes de transferts de co(t qui préservent I'équiealibriaut savoir que les algorithmes
établissant les cohérences locales souples sur les WCSP sont suusesimplexes que leurs équiva-
lents CSP car ils doivent prendre en compte plus d'informations, en Fomuee les colts attribués par
les contraintes souples.

Pour cette deuxieme contribution, nous proposons une approche Eigma le cadre WCSP. Elle
consiste a résoudre un WCN donné en résolvant une séquence dméndgitérativement a partir de ce
WCN, ce qui permet ainsi la ré-utilisation de solveurs de contraintes éfsadnicorporant notamment les
différentes techniques de résolution présentées dans la section 1.8irAlp&VCN d’origine, les CN
sont obtenus en durcissant les contraintes souples, c'est a diraetemant que les tuples ayant un codt
donné. Le principe de notre méthode est alors d’énumérer ces CNsegtrloan CN est insatisfaisable
lors de cette énumération, un noyau insatisfaisable minimal (MUC pour Minimsatigfiable Core)
est identifié pour déterminer les contraintes souples pour lesquelles dtfayprét a accepter un codt
plus important afin d’obtenir une solution. Cette approche est déclinée &igerithme glouton (et donc
incomplet) et deux algorithmes complets. Notons que cette approche a été atittseésucces pour le
cadre MaxSAT [Fu et Malik, 2006, AnsGtegeii al., 2010, Marques-Sila et Planes, 2011].

Ce type d'approche (intégrer des techniques CSP afin de résoudestinces WCSP) a déja été
utilisée avec succes pour établir la cohérence souple VAC présenteéadsattion 2.3.2. Cela consiste
a établir (une ou plusieurs fois) la cohérence d’arc sur un CN géngaétia d'un WCN dans le but,
contrairement a notre approche, d’identifier des transferts de cossihfes. Dans cette approche, les
CN sont également obtenus en durcissant les contraintes souples dud&f@dant seuls les tuples
ayant un co(t nul sont autorisés dans le CN obtenu. Notre transformuid/CN en CN est différente
dans le sens ou, au dela de n'autoriser uniguement que les tuples daitoGmme dans I'approche
utilisée pour la cohérence VAC, il va étre possible de définir le ou les cpétsforcément nuls) des
tuples qui seront autorisés au sein de chaque contrainte souple.

Ce chapitre est construit comme suit : aprés quelques définitions, néssnpons les structures
de données utilisées ainsi que le fonctionnement général des algoritNmes.détaillons alors une
premiére version compléte ainsi qu’une version gloutonne de cette d&gpidous présentons ensuite
une deuxieme approche compléte basée sur la premiére et dans laguefleapmsons et nous apportons
certaines améliorations qui nous ont permis de la rendre plus compétitfire, Bous accompagnons ces
différentes approches par quelques résultats expérimentaux.

4.2 Méthodes de I'état de I'art

Bien évidemment, les approches complétes actuelles de résolution WCSP fiarséee recherche
par séparation et évaluation et sur le maintien de cohérences localdsssapésentent les méthodes
de référence de I'état de I'art pour la résolution de WCSP. Elles sotity&rement efficaces pour les
contraintes binaires et ternaires comme nous I'avons vu dans I'état tigéteéral et dans la contribution
précédente. Nous ne reviendrons donc pas ici sur ces méthodegéc#j@stlans le chapitre 2. De méme,
comme I'ont montré [Lee et Leung, 2009, Lee et Leung, 2010], ellesgueiégalement étre exploitées
pour un ensemble de contraintes globales souples pouvant s'exprinsetastorme de problémes de
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;N7 s s

flot. Les approches incomplétes de référence, ayant également d@j@stétées dans la section 2.5,
ne seront pas rappelées non plus ici. Nous comparerons nos agpi@cimplétes et incomplétes) a
ces méthodes de référence implantées damd Bar2 (complétes) ef NCOP (bibliotheque de mé-
thodes incomplétes incorporée ddnsulBar2). De plus, il est a noter que durant notre travail sur cette
contribution, une approche prometteuse assez semblable a la noétre a éyaékenpeoposée de maniere
indépendante dans [Delisle et Bacchus, 2013]. Dans cette appiogsiequestion de résoudre la aussi
un WCSP par une succession de relaxations de CN. Nous reviendusnsnpdétail sur cette approche
dans la section 4.8.

4.3 Strates, contraintes tables souples stratifiées et fronts

Dans notre étude, afin de simplifier la présentation, nous considéroraniiaintes souples repré-
sentées en extension, c’est a dire des contraintes tables souple&{wiiiath 40), cependant I'approche
s’applique aussi a de I'intention. Nous commencons par introduire les satastrate contrainte table
souple stratifiéet front sur lesquelles sont basées les approches que nous proposons.

Les strates représentent les différents degrés de violation possibiegau d’'une contrainte. Tous
les tuples ayant le méme codt sur une contrainte souple peuvent étrap@gmans un méme sous-
ensemble nommstrate Une strate particuliére est associée au colt par défaut : cette stiiatint
aucun tuple, mais représente implicitement tous les tuples qui n'appargaseskplicitement dans une
autre strate. Au sein d’une contrainte, nous considérons les strateséss par codts strictement crois-
sants. De la méme maniére que dans la section 3.4.3, nous avons choigislatgonthmes une repre-
sentation orientée objet des contraintes tables. Etant donné que poeoogtitaution nous avons égale-
ment travaillé avec des contraintes tables dures, commencons par inttadapgésentation objet de ces
contraintes, a savoir la classe HardTableConstraint (illustré€laens HardTableConstraint
dans ce manuscrit) que nous avons choisie. En complément des attribetpoodant au scops)(et
a la table table) de ces contraintes, nous avons également un attsdmtintics pour définir si la
relation associée a la contrainte est de type supptPPORTS) ou conflit CONFLICTS).

ClassHardTableConstraint

Attributs :
S : set ofr variables ; /I portée
table : array oft tuples ; /Il tuples explicites

semantics : enumeration§UPPORTS or CONFLICTS); // sémantique de la table
Constructeur :
HardTableConstraint(set s, array t, enumeration'e) ;S « s, table « ¢, semantics < e

Concernant les contraintes tables souples, nous avons bien évidemividatraéme représentation
objet que celle proposée dans 3.4.3, a savoir pour rappel la clagSat$e€onstraint. Cependant, afin de
pouvoir gérer les strates dans une contrainte, nous proposons kldgesedSoftTableConstraint (illus-
trée parClass LayeredSoftTableConstraint dans ce manuscrit) représentant une contrainte
table souple stratifiée. D’'une part, comme la classe SoftTableConstraintlastie posséde les attributs
S etdefaultCost, d'autre part les attributsable etcosts proposés dans la classe SoftTableConstraint
sont regroupés ici dans I'attribut supplémentdisgers qui correspond a I'ensemble des strates de la
contrainte. Il s'agit plus précisément d’'un tableau contenant des algdtsclasse Layer (illustrée par
Class Layer dans ce manuscrit) : un objet Layer est caractérisé par un cofit) et regroupe un
ensemble de tuplesples) dont le colt est égal dost. A noter quetuples est vide pour I'ob-
jet Layer correspondant au colt par défaut. Le nombre de straias dontraintav est désigné par
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w.layers.length. Par souci de simplicité, nous utiliserons des indices (d&rQa&yers.length — 1)
pour identifier les différentes strates d’une contrainte, et quand lextergst suffisamment clair, nous
confondrons les indices avec les strates qu'ils représentent.

ClassLayeredSoftTableConstraint

Attributs :

S : set ofr variables ; /I portée

defaultCost : integer; /l colt de chaque tuple implicite

layers : array of/ Layers ; /I tuples explicites regroupés par co(t
ClassLayer

Attributs :

tuples : array of tuples; /I tuples explicites groupés par layer

cost : integer ; /I colt de chaque tuple explicite dans le layer

Dans un souci de clarté, une contrainte souple sera confondueavegrésentation sous la forme
LayeredSoftTableConstraint.

Un front f est une fonction qui a chaque contrainte d’'un WCN associe l'indiceitét ga 0, de 'une
de ses strates. Un front représente une frontiére entre les stratesaputi considérées (autorisées) a un
instant donné de notre approche, et celles qui seront rejetéesieggrdn front peut étre vu comme une
représentation indirecte d’'un réseau de contraintes avec l'identificatiorchaque contrainte des tuples
autorisés (appartenant aux strates autorisées) et des tuples intquoétegnant aux strates interdites).
Nous utiliserons une notation de tableau pour les frofits;] représente la strate associée a la contrainte
w; par le frontf. Nous noterons aussi un front sous la forme d’un tuple enatet >, a savoirf :<
s0,---,8e > dans lequel par exemplg représente la strate associée a la contraigtear le front f.
Soit un WCN composé des contraintegetws, le front f, notéf :< 1,0 >, associe alors a la contrainte
wp sa stratd et il associe a la contrainte, sa straté, et f[wy] représente par exemple la strate courante
associée a la contraini® dans le frontf, a savoir la straté. La figure 4.1 présente ces deux contraintes
wo etw; avec leurs différentes strates. La contraiateposseéde un ensemble de strates énumérées a
partir de0 : la strated de colt minimatout, contient les tuples;, 75 etr;, et la strate suivante (stratg
de coltcout, contient les tuples; et 3. Dans cet exemple, nous considérons donc un ffart 1,0 >
tel que f[wy] est égal d et f{w;] est égal &. Les strates associées par le frgraux contraintesv, et
w1 sont identifiées par un fond grisé dans la figure 4.1.

Le codt d’'un frontf, cost(f), est obtenu en additionnant le colt des strates identifiées pour chaque
contrainte par le fronf :

cost(f) = @ cost(f[w])

wecons(W)

Il est important de noter que dans notre approche, nous ne conmsdarnais de fronj tel que
Jw € cons(W') avecf[w] désignant la strate du codt interdit. En effet, atteindre un CN satisfaisable e
ayant autorisé, pour une contrainte dure, des tuples qui sont totaler@edits pour la contrainte souple
d’origine, n'a pas de sens. Le CN a beau étre satisfaisable, il est aiedNVCN ne l'est pas car les
tuples ayant permis de satisfaire le CN sont interdits dans le WCN.

Enfin, nous introduisons la relation de successeur direct entre las.ftimfrontf’ est le successeur
direct d’un frontf si et seulement si il existe une contraintetelle quef'[w;] = flw;] + 1 etVj #
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FIG. 4.1 — Front et strates pour deux contraintgset w .

i, f'lw;] = flw;]. Nous notongf — f’ si et seulement sf’ est un successeur direct deet f —, f' si
et seulement si il existe une séquence de relations de la fprmefy, f1 — fo,... fn — f' (fermeture
transitive).
Comme les strates des contraintes sont ordonnées par ordre de ésgdrraous pouvons en dé-
duire que
[ = 1= (cost(f) < cost(f') V cost(f) = cost(f') = k)

Nous pouvons observer que I'ensemble de tous les fronts possiblesekdtian de successeur di-
rect forment une structure deeillis, dans laguelle le plus petit front (noté) associe a chacune des
contraintes sa premiére strate (de co(t le plus faible) et le plus grand(fiié T) associe a chaque
contrainte sa derniére strate (de codlt le plus grand). Les frioetsT représentent donc respectivement
un minorant et un majorant de la structure de treillis. Le diagramme de Hadaefigare 4.2 repré-
sente un exemple de treillis (sur la base d’'une instance comportant troiaintegrayant chacune deux
strates).

Relation d’ordre

FIG. 4.2 — Diagramme de Hasse (structure de treillis).

Dans le treillis de la figure 4.2, le plus petit front es0, 0,0 >, le plus grand frontest 1,1,1 >,
et un front, par exemple 1,0, 1 >, est situé au dessus de deux autres frenis0,0 > et< 0,0,1 >
car il est plus grand selon la relation d’ordre définie (en effet], 0,1 > est le successeur direct de
< 1,0,0 > et< 0,0,1 >). Nous observons aussi que par exemyle), 1,0 >—< 0,1,1 > (le
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front < 0,1,1 > est un successeur direct du front0,1,0 >) et< 0,1,0 >—,< 1,1,1 > (le front
< 1,1,1 > est un successeur du froat0, 1,0 >).

Notons cependant que nous utiliserons principalement dans nos bpgitate autre relation d’ordre
qui utilise les colts.

4.4 Principe général de résolution

La figure 4.3 décrit le fonctionnement général de I'approche que pamosons dans cette contri-
bution pour la résolution de réseaux de contraintes pondérées. Pouarerer, a partir d’'un réseau
de contraintes pondéré&s, un réseau de contraintes initi&ll est construit de la fagon suivante : pour
chaque contrainte dé’, les tuples appartenant a la strate de co(t minimal sont considérés comme auto
risés dang?, tandis que les autres tuples sont considérés comme interdits. Cette métluuatestrec-
tion est similaire a celle proposée pour construiteol(P), une version durcie d’'un résede, dans
[Cooperet al,, 2008] (cohérence d’arc virtuelle VAC présentée dans la sous sec8dhdu manuscrit).
Alors que Bool(P) est construit uniquement sur la base des tuples ayant un colt égéoent de0,
notre version offre plus de liberté dans le sens ou le colt autorisé rash@tmable. Ceci est possible a
travers un front passé en paramétre.

W : WCSP original, F : front initial

—— [ TRANSFORMER W en CSP a partir de F } -—

'

P: CSP
SELECTIONNER un front F parmi SELECTIONNER un front F
les fronts générés avec un coit < UB RESOUDRE P parmi les fronts générés
SI coiit de S # OPTIMUM UNSAT
ALORS continuer avec UB = coiit de S 2

SOLUTION S E‘{TRAIRE un MUC et
compléte oot de S = cott de F GE\TERER les successeurs de F

apoiddy

FIG. 4.3 — Principe général de résolution.

Le réseau de contraintésainsi construit est alors résolu par un solveur de contraintes quitréso
CN donné en paramétre et retourne soit une solution,lseitle CN est insatisfaisable.

Si P est insatisfaisable (UNSAT sur la figure 4.3), I'algorithme extrait un MU@uipde P qui est
alors exploité soit dans une approche gloutonne (incompléte), soit denapproche compléte. Dans
la version gloutonne, certaines contraintes du MUC vont étre suceassiv relachées jusqu’a ce que
la satisfaisabilité du MUC soit restaurée. Plus précisément, un sous-dasdeststrates de certaines
contraintes présentes dans le MUC vont basculer du statut "interdit” @ ‘satorisé". Lorsque ces
contraintes sont relachées suffisamment pour rendre satisfaisableQe IMprocessus général recom-
mence jusqu’a ce que la satisfaisabilité globale’dsoit atteinte et qu’une solution soit retournée. Dans
les versions complétes, une fois le MUC identifié, on rassemble tous lesssaace directs du front
courant en relachant au moins une des contraintes, dans le butyg@ledsacasser le MUC. Les fronts
sont extraits les uns aprées les autres, transformés en CN, et résotessvement jusqu’a ce que un
front représentant un réseau de contraintes satisfaisable soit.trouvé
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Si P est satisfaisable (SAT sur la figure 4.3), alors une solution est re@@ngon codt dans le
WCSP d’origine correspond au co(t du front courant. Dans la wvedimutonne, le processus s'arréte.
Dans la premiére approche compléte que nous proposons, le colintledroant correspond au co(t
d’une solution optimale pour le WCSWF'. Dans la deuxiéme approche, le colt du front courant corres-
pond & une borne supérieure (UB) du colt d’'une solution optimale p&ICIBPTV et on continue de
chercher parmi tous les fronts générés un front de cot minimal strictenf@neur a UB et correspon-
dant & un CN satisfaisable.

Il est intéressant de noter que le principe décrit ci-dessus peutéétéeadisé pour prendre en compte
tout type de contraintes : les contraintes dures du cadre CSP, les casttainlables" du cadre Weighted
Max-CSP et les contraintes souples du cadre WCSP. En effet, il doffilesnent pour chaque type
de contraintes de spécifier le processus de transformation a suivdealres termes, notre approche
permet de traiter facilement et naturellement ces différents cadresfdisuteus n’aborderons pas ces
différentes variantes dans le cadre de ce manuscrit.

4.5 Algorithmes annexes

Nous présentons dans cette section les bases de nos algorithmes pxingipawoir I'algorithme
toCN() qui permet de transformer un réseau souple WCN en un rése@iNckt la fonction extractMUC()
qui consiste a extraire un MUC a partir d'un CN insatisfaisable.

4.5.1 Transformation d’'un réseau souple (WCN) en un réseauassique (CN)

Les fronts sont exploités par I'algorithme toCN qui construit un CN a padin &WCN et les strates
sélectionnées. Deux versions de I'algorithme toCN sont considéréedl_teCtoCN<, chacune prenant
en entrée un WCNV et un frontf. La premiére version, notée toCW, f), construit un CN en
sélectionnant comme tuples autorisés pour une contrainte soupt@uement les tuples appartenant a
la stratef[w] ; cette strate est dite autorisée. La seconde version, notée-{d€NY), construit un CN
en sélectionnant comme tuples autorisés pour une contraileetuples des strates d'indice inférieur ou
égal af[w] (donc de colt inférieur ou égal) ; ces strates sont dites autoriségenfant dit, pour toute
contrainte dure construite a partir d'une contrainte souplele 1V, les tuples autorisés dansont ceux
ayant un codt égal (ou inférieur ou égal) au co(t de la sifate.

L'algorithme toCN- (algorithme 29) transforme donc un WCN en CN a partir d’'un front doené,
autorisant uniguement pour chaque contrainte les tuples appartenairizddaélectionnée dans le front.
Pour chaque contrainte souplg; du WCN initial W, I'algorithme commence par vérifier si le colt de
la strate sélectionnée pour cette contrainte dans le fralsavoirw.layers|f[w]].cost, correspond au
co(t par défaut de cette contrainte (ligne 4). Si c’est le cas, celalireuque seuls les tuples appartenant
a la strate du colt par défaut sont autorisés. Pour rappel, il s’agiugées implicites et ils ne doivent
pas (par définition) étre listés. En pratique, deux représentations ciumi&inte dure peuvent alors étre
envisagées. Lorsque la strate correspondant au colt par défauiterisée, toCN crée une contrainte
dure négative qui liste les tuples des strates non autorisées comme étampldssnterdits, et ceci
pour éviter d’énumeérer tous les tuples implicites ayant un codt égal aupeo@éfaut (car il y a un
risque d’explosion combinatoire spatiale). Les tuples contenus dans tesitastres strates sont alors
regroupés dang' (ligne 5 & 7) qui représente, pour la contrainte table dyreréée, la liste des tuples
danscg.table qui sont alors interditscf.semantics = CONFLICTS). Lorsque la strate correspondant
au colt par défaut n’est pas autorisée, toCN crée une contrairgeodsitive qui liste les tuples de la
strate autorisée comme étant des tuples autorisés. Seuls les tuples de lglstrtitmeée dang sont
autorisés (ligne 10) et représentent pour la contrainte table«duceéée (ligne 12) la liste des tuples
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danscg.table qui sont alors autorisésd.semantics = SUPPORTS). L'ensemble des contraintes dures
créées (ainsi que I'ensemble des variables du WCN d’origine) consgtlai€N a retourner.

Algorithm 29: toCN_(WW : WCN, f: front) : CN

1 cons— 0 ;

2 foreachw € congW) do

3 T —0;

4 if w.layers|f|w]].cost = w.defaultCost then
5

6

7

foreachlayer € w.layers do
if layer.cost # w.defaultCost then
L T «— T Ulayer.tuples ;

semantics < CONFLICTS ;

9 | else
10 T — w.layers[f[w]].tuples ;
11 semantics < SUPPORTS ;

12 ¢ < new HardTableConstraint(S, T, semantics) ;
13 | cons« consuU {c} ;

1

N

return (vargW),cons) ;

La figure 4.4 illustre un exemple de fonctionnement de I'algorithme to@ains lequel nous consi-
dérons un WCNV composé des contraintes.,, w,., w,, €t le front< 1,0,1 > pour ce WCN.

defaut 2£ (b, d) ZZ { (a) 2

{ (b, b) ! 5 defaut 11_ defaut 1
@a| 7] |[fea] 1] HL® | o]
, b 0 b, 0 tuples strates
@h | 1] [ea
(c,a) (c,b)
tuples strates tuples strates Wy
Way Wy
(a,a)
(b,0) — | (b,a) (a)
(a,a) (c,b) — ()
Czy (positive) Cyz (positive) Cy (négative)

FiG. 4.4 — Appel a I'algorithme toCN(W, f) avecW composé des contraintes,,, w,., w, et f le
front< 1,0,1 >.

Pour chacune des contraintes, les tuples (tableau de gauche surdalfigjusont regroupés par co(t
dans des strates (tableau de droite sur la figure 4.4, avec chaqueras®at le colt de la strate pour
lagquelle I'indice est précisé juste a coté de cette case, en haut a gauckm)tgriées par colt strictement
croissant. Par exemple, au sein de la contraintg les tuples(a, b) et (c,a) ont un colt de et sont
donc regroupés dans la strate de dpdes tupleg, b) et(a, a) ont un colt dé& et sont regroupés dans
la stratel de colt5, puis la derniére strate de caiiit correspond au co(t par défaut et ne contient aucun
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tuple explicite (on ne liste pas les tuples implicites). Les strates sont triées setaold : la premiére
strate (indice)) correspond a celle de colitla deuxiéme strate (indice correspond a celle de cofit

la troisiéme strate (indicg) correspond a celle de coil. Lors de I'appel & toCN(W, f), chacune de
ces trois contraintes souples est transformée en contrainte table dtita démantique dépend du fait
gue la strate correspondant au co(t par défaut soit autorisée olLemstrates autorisées par le front
apparaissent en grisé sur la figure. Pour la contraintg c’est la strate d’indicd qui est autorisée :

il ne s’agit pas de la strate du codt par défaut, la contrainte tablecyi@btenue est donc positive et
contient comme tuples autorises les tugles) et (a, a). Méme constat pour la contraintg,, : ce n'est
pas la strate du colt par défaut qui est autorisée et donc la contrauleteltaec, . obtenue est positive
et contient les tupleta, a), (b, a) et (c,b). C'est différent pour la contrainte,, : cette fois-ci, c’'est la
strate du codt par défaut qui est autorisée : ce sont donc les tuptestde les autres strates qui sont
récupérées et stockés dans la contrainte table guobtenue et cette table est négative car les tuples
stockés ne sont pas autorisés.

L'algorithme toCN: (algorithme 30) transforme un WCN en CN a partir d’un front donné, ¢o-au
risant uniquement pour chaque contrainte les tuples appartenant aties ste codt inférieur ou égal au
colt de la strate sélectionnée dans le front. L'algorithme commence paewpdftir chaque contrainte
souplewg du WCN initial W si le colt de la strate sélectionnée pour cette contrainte dans le front
f est strictement inférieur au colt par défaut de cette contrainte (ligri 49s tuples implicites ne
sont pas autorisés, c'est a dire que le colt de la strate sélectionnée p@st strictement inférieur
au colt par défaut, les tuples appartenant aux strates de codt inféniégal au cot de cette strate
sont alors regroupés dafis(ligne 5 a 7) qui représente, pour la contrainte table dyreréée (ligne
14), la liste des tuples danrg.table qui sont alors autorisés:{.semantics = SUPPORTS). Si par
contre les tuples implicites sont autorisés, les tuples appartenant aux deateét strictement supé-
rieur au co(t de la strate sélectionnée payrdans/ sont alors regroupés dafis(ligne 10 a 12) qui
représente, pour la contrainte table dusecréée, la liste des tuples dafstable qui sont alors inter-
dits (cs.semantics = SUPPORTS). L'ensemble des contraintes dures créées (ainsi que I'ensemble des
variables du WCN d’origine) constituent le CN a retourner.

Algorithm 30: toCN< (W : WCN, f : front) : CN

1 cons— 0 :

2 foreachw € congW) do

3 T—0;

4 | if w.layers[f[w]].cost < w.defaultCost then

5 foreachlayer € w.layers do

6 if layer.cost < w.layers[f[w]].cost then
7 L L T «— T Ulayer.tuples ;

8 semantics < SUPPORTS ;

else

10 foreachlayer € w.layers do

11 if layer.cost > w.layers[f[w]].cost then
12 L L T «— T Ulayer.tuples ;

13 semantics < CONFLICTS ;

14 ¢ +— new HardTableConstraint(S, T, semantics) ;
15 | cons« consuU {c} ;

16 return (vargWW),cons) ;
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La figure 4.5 illustre un exemple de fonctionnement de I'algorithme toAdNs’agit du WCN intro-
duit dans la figure 4.4, cependant la transformation est quelque pétedif. Cette fois-ci, un appel a
l'algorithme toCN: (W, f) va autoriser pour chaque contrainte souple les tuples appartenanstiaiae
d’indice inférieur ou égal a I'indice de la strate sélectionnée dans lefantla contrainte. Par exemple,
pour la contrainteu,,,, I'indice de la strate autorisee dans le front est egalecela veut dire que les
strates d’indice) et 1 sont autorisées. Comme aucune de ces strates ne correspond a laosteste ¢
pondant au codt par défaut, la contrainte table dyyecréée est positive et contient les tuplésb) et
(a,a) (strate d’indice)), plus les tuplega, b) et(c, a) (strate d'indicel). Pour la contraintev, ., la strate
d’indice 0 sélectionnée, qui n'est pas la strate avec le colt par défaut, doenepatrainte table dure
¢y~ PoOsitive et contenant les tuplés, a), (b, a) et(c, b). Par contre, pour la contrainte,, les strates au-
torisées par le front sont les strates d’'indicet 1 et cette fois-ci la strate pour le colt par défaut (indice
1) est incluse et donc autorisée. La contrainte table dperéée est alors négative et contient tous les
tuples appartenant a une strate d’'indice strictement supérieur a l'indieesttate sélectionnée dans le
front. Ces tuples sont donc ceux appartenant a la strate d’'iad@est a dire le tupléa).

aetant | 210 | bd| 12 ] @
(b, b) ! 5 defaut 11_ defaut
(a,a) _ (a,a) | Y (b)
(a7 b) 0] (b, a) 0 tuples strates
0
(¢,a) (c,0)
tuples strates tuples strates Wy
Wy Wy
(b,0)
(a,a) (a,a)
(a,b) — | (ba)
(¢, a) (c,0) — [ (9
Cyy (positive) Cyz (positive) Cy (négative)

FiG. 4.5 — Appel a I'algorithme toCN(W, f) avecW composé des contraintes,,, w,., w, et f le
front< 1,0,1 >.

4.5.2 Extraction de noyaux insatisfaisables minimaux

L'algorithme extractMUC(P) retourne un MUC a partir d’'un GN(insatisfaisable) passé en para-
meétre. Dans le cadre de notre approche, afin d’extraire les noyatisfasables depuis un réseau, nous
avons choisi d'utiliser la méthode assez efficace proposée par [Hetnaly2006] déja implémentée
dans le solveuAbsCon et sujette a de récents travaux [Gregateal., 2013]. N'oublions pas cependant
gue d’autres méthodes, comme [de Siqueira et Puget, 1988], [JuOkdi,&t [Wieringa, 2012], ont éga-
lement été proposées pour extraire ce type de noyaux. Basée sur lad®poeuve d'insatisfaisabilité,
'approche présentée se compose de deux étapes : extraire un reogaantrhintes insatisfaisable re-
présentant une preuve d’insatisfaisabilité du réseau, puis affinevy@iren réduisant le nombre des
contraintes au minimum tout en conservant sa propriété d'insatisfaisabilitiétetir ainsi un noyau
insatisfaisable minimal.

Pour extraire un noyau de contraintes insatisfaisable depuis un réseantdaintes, on effectue lors
d’'une premiére étape une succession de résolutions a partir de ae tEsegit de résolutions complétes
avec recherche en profondeur d’abord et retours en arrierypdeMAC (voir section 1.3.5), guidées
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par I'heuristique de choix de variable®m/wdegdirigée par les conflits (voir section 1.3.3). D'une
résolution a l'autre, seules les contraintes actives lors de la derni@latié@s (dont la propagation a
entrainé la suppression d’au moins une valeur d’'un des domaines dsEses)y sont conserveées, ce qui
ameéne alors une réduction progressive du réseau. Chaque seais césrespond alors a un noyau de
contraintes insatisfaisable, et donc a une nouvelle preuve d'insatisfaéseDe plus, lors de chaque
résolution, le poids de chaque contrainte est conservé pour les résslstivantes afin d'étre exploitées
par I'heuristique de choix de variabldem/wdegEn effet, lors des résolutions suivantes, les variables
dont le degré pondéré (somme des poids impliquant la variable) est le pidsv&lat étre choisies
prioritairement pour orienter la recherche vers la partie la plus difficileédeau. Ainsi, des noyaux
insatisfaisables pourront étre décelés plus rapidement : ils serontipliéenent petits et concentrés sur
les contraintes appartenant a la partie la plus difficile du réseau. Larsgrésolution ne permet pas de
réduire le nombre de contraintes du noyau obtenu lors de la résolutiofdprée (et n'améliore donc
pas la preuve d’insatisfaisabilité courante), le processus s’arréteneyde courant constitue le noyau
insatisfaisable cherché (lors de la premiére étape). Afin d’illustrer aepsois d’extraction, considérons
par exemple le réseau binaire insatisfaisable représenté par son deapiréraintes dans la figure 4.6.

FiG. 4.6 — Réseau original insatisfaisable.

Considérons qu’une premiére résolution de ce réseau soit effece@@AC+dom/wded la figure
4.7. La figure 4.7(a) illustre les contraintes du réseau qui ont été a@ireede cette résolution, ainsi
que leur poids. Par exemple, la contraiftg,,, a été active car elle a amené la suppression d’au moins
une valeur et son poids a été incrémenté 3 fois, c’'est a dire qu’'un carété détecté 3 fois pendant
la recherche alors que la contrainte était sollicitée pour le filtrage. Ap@gpremiére résolution, on
fait 'hypothese que toutes les contraintes ont été actives : elles soattdotes conservées pour la
résolution suivante. La premiére preuve d’insatisfaisabilité (noyau ifeiatible) trouvée correspond
alors au réseau original rappelé a la figure 4.7(b). Cependant, cettéepe résolution a permis de
mettre & jour les poids des contraintes et ces données vont pouvoir ginééss par I'’heuristique de
choix de variablelom/wdeglurant la deuxiéme résolution présentée a la figure 4.8.

La figure 4.8(a) illustre les contraintes actives et leurs poids respegtés & seconde résolution et
on constate que seules 6 contraintes ont été actives : ceci est diréstipgedom/wdegyui a permis de
se concentrer prioritairement sur les variables impliquées dans les ctegilamplus difficiles. Une nou-
velle preuve d’insatisfaisabilité est donc obtenue a la figure 4.8(b), cademes variablag, v1, vo, v3
et des contrainteS', ., , Cuvyv; s Cogvr s Cogur s Cugrr €L Cugu, » €N Supprimant les contraintes qui n’ont pas
été actives. De plus, cette nouvelle preuve d'insatisfaisabilité est expbaitde nombre de contraintes
de ce nouveau noyau, a savoir 6, est strictement inférieur au nombomttaintes du noyau précédem-
ment trouvé, a savoir 14. Dans la figure 4.9, on effectue alors une tnesé¢ quatrieme résolutions a
partir du réseau illustré a la figure 4.8(b). La troisiéme résolution décélemdsamtes actives illustrées
dans la figure 4.9(a) et une nouvelle preuve d’'insatisfaisabilité illustréguta 4.9(b), meilleure que la
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actives poids

C’U()'Ul
Cugvy
Cuguz
C’U11)2

Coyvs

W = U NN N

Cuguz

(a) Contraintes actives et poids. (b) Preuve d'insatisfaisabilité.

FiG. 4.7 — Une premiére résolution aveiAC+dom/wdegsur le réseau original.

actives poids
Coovy 1
Cogva 1
Cugvs 1
Coy s 4
Coyvg 3
Cuavs 2
(a) Contraintes actives et poids. (b) Preuve d'insatisfaisabilité.

FIG. 4.8 — Une deuxieme résolution adAC+dom/wdegsur le dernier réseau obtenu.

précédente car elle posséde 3 contraintes au lieu de 6, a été trouvéamEintala quatriéme résolution
ne permet pas de diminuer le nombre de contraintes de cette derniére gecsaisfaisabilité trouvée
(également 3 contraintes actives présentées dans la figure 4.9(o))cetedprocessus s'arréte avec le
noyau composé des variables vy, v2 et des contrainteS',, ,,, Cy,vs €1 Clhyps-

Cuyvs 4 Cuivy 3
Cuyvs 3 Cuyvs 2
Cugvs 2 Cugus 1

(a) Contraintes actives et poids. (b) Preuve d'insatisfaisabilité. (c) Contraintes actives et poids.

actives ‘ poids actives poids

FIG. 4.9 — Troisiéme et quatrieme résolutions avesC+dom/wdeg

Bien sdr, le noyau insatisfaisable obtenu a I'issue de cette premiere éyre @i9(b)) n'est pas
forcément un noyau minimal. Une deuxiéme étape permet alors de calculeyamminimal a partir du
noyau trouvé lors de la premiére étape. Parmi les approches propasdéemeryet al, 2006], nous
avons privilégié celle basée sur une recherche dichotomique, seggémontrée) comme la plus effi-
cace. Comme son nom l'indique, cette méthode (récursive) consiste r@rskgsacontraintes du noyau
(ordonnées par poids décroissant) en deux ensembles de taille égalesdrver a chaque étape I'en-
semble de contraintes qui ne correspond pas a un réseau satisfdisginecessus se poursuit jusqu’a
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ce qu'unecontrainte de transitiosoit isolée : il s’agit d'une contrainte dont la suppression rend satisfai-
sable I'ensemble qui était insatisfaisable au préalable. Lorsqu’uneagutetde transition a été trouvée,
on la place dans le noyau qui est en train d’étre construit. Le noyau fiassdisle minimal obtenu corres-
pondra a I'ensemble des contraintes de transition trouvées durant &spusc Dans I'exemple illustré a
la figure 4.10, on tente de minimiser le noyau obtenu a la figure 4.9(b) lors dentague étape. On tente
de trouver une premiére contrainte de transition : on supprime la contéinteet le réseau obtenu a la
figure 4.10(a) est toujours insatisfaisable. On supprime alors la contéainteet cette fois-ci le réseau
obtenu a la figure 4.10(b) est satisfaisabt€,;,, correspond donc a une premiére contrainte de tran-
sition. Pour la prochaine itération, nous considérons donc le réseatiteérde la premiére contrainte
de transition trouvee, a savdit,, ,,, €t on conserve uniqguement les contraintes du réseau original qui
sont supérieures (selon l'ordre fixé sur le poids) a cette contraintedsitton (on a ainsi la garantie
de conserver linsatisfaisabilité), en I'occurrence ici la contradiig,, (elle a un poids de 3 alors que
Cy,vs @ UNn poids de 2, les contraintes étant triées par ordre de colt déntpi§sasépare & nouveau en
deux ensembles les deux contraintes restantes, on traite 'ensemble comigoginent de la contrainte
Cy, v, €t 0N s’apercoit dans la figure 4.10(c) qu’en supprimant cette éot@i@,, ,,, le réseau constitué
des contrainte§’,,,, et C,,,, qui était insatisfaisable devient satisfaisable : la contraiftg, corres-
pond donc également a une contrainte de transition. Le processusngisitde noyau insatisfaisable
minimal illustré a la figure 4.10(d) est donc composé des deux contraintesndéitn trouvées durant

le processus, a savoir les contraintgs,, etCl, ;.

(a) Noyau insatisfaisable. (b) Noyau satisfaisable}’,, ., est une
contrainte de transition.

o0 o—=C

© ()

(c) Noyau satisfaisable?',, ., est une (d) Noyau insatisfaisable minimal.
contrainte de transition.

FiG. 4.10 — Extraction d’un noyau insatisfaisable minimal (approche dichotomique

A noter que nous avons mis en place dans le cadre de cette approctes\pezspectives proposées
dans [Hemeret al,, 2006], & savoir que nous effectuons une extraction sur la basadaisles en amont
de I'extraction présentée ici, basée sur les contraintes. Le principetailiue est le méme sauf qu'il
est basé sur un noyau de variables réduit jusqu’a un noyau minimditaérdevariables de transition
(et des contraintes associées a ces variables). De ce fait, avanihdesnoer I'extraction d’'un noyau
insatisfaisable de contraintes, le nombre de contraintes est préalabléaiht€Comme nous le verrons
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par la suite, nous avons testé également d’extraire un noyau insatikfaisiabmal uniguement sur la
base des variables, ce qui nous a permis d’améliorer certains de atiatee$our conclure, notons que
dans un souci de gain d’efficacité, nous avons choisi de suivrdemaméliorations possibles proposées
la encore dans les perspectives de [Henatgl,, 2006]. Cela concerne les sous réseaux intermédiaires :
contrairement a I'approche implémentée dans [Hersegt, 2006], nous avons choisi de ne pas sauver
ni charger chaque sous réseau intermédiaire en XML. Pour celaarmons basé notre implémentation
sur le principe d'activer et de désactiver les variables et les conarndeles booléens dans le réseau
original pour simuler les différents sous-réseaux.

Nous terminons cette section par une bréve description de fonctionsesrggadement utilisées par
nos algorithmes. La fonction cofi#, M) retourne I'ensemble des contraintes souples du WIZ§ui
correspondent a celles du MURX (par construction une contrainte dure est associée a une contrainte
souple). La fonction restri€tV; M) retourne un WCN contenant uniquement les contraintes du WCN
W qui correspondent a des contraintes présentes dans le MUC

4.6 Premiere approche

4.6.1 Algorithme complet préliminaire

Afin de faciliter la compréhension de notre approche, nous présemnignsmier algorithme complet
gui n'exploite pas les MUC et qui n'est donc pas trés efficace. Lidttyme completeSearchNoMUC(),
Algorithme 31, commence avec un premier front qui ne retient que la Stdetehaque contrainte (lignes
1et2).

Algorithm 31: completeSearchNoMUQY : WCN) : sol
1 foreachw € cong§W) do

2 L flw] < 0;

3Q—{/};

4 while Q) # @ do

5 f < pick and delete smallest cost frontdh;
6 P — toCN=_(W, ) ;

7 sol < solveCNP) ;

8 if sol # L then

9 | return sol

10 else

11 foreachw € con§W) do

12 if flw] < w.layers.length — 1 then
13 17

14 flw] = fllw]+1;

15 if cos(f’) # k then

16 L Q—Quf;

17 return L

Ensuite, tant qu'il reste un front a considérer, on extrait d’'une g priorité le front de codt
minimal. Le colt d’un front peut étre facilement calculé en sommant les ceteigs aux strates sé-
lectionnées pour chaque contrainte souple. Ensuite, nous pouvatsui@navec I'algorithme 29 le CN
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correspondant au front traité. Le CN obtenu est résolu via un apped@N. Si une solution est trou-
vée, elle est optimale, et l'algorithme s’arréte. En effet, I'algorithme énufesrfeonts par ordre de colt
croissant (voir plus tard la proposition 5) et garantit que tous les fraat®gdents étaient insatisfaisables.
Si le CN testé s’avére insatisfaisable, nous énumérons les succedisecisdu front courant (lignél
a16) et on les insére dans la queue de priorité. Bien évidemment, il faut vérifigrchaque contrainte
gue I'on ne dépasse pas la strate maximale. Par ailleurs, les fronts ayewmfitubgal & doivent étre
ignores.

La queue de priorit& utilisée dans cet algorithme est une variante des queues de priorité habituelle
En effet, d’'une part elle doit garantir que les fronts sont extraits pdtecrroissant de codt, d’autre
part elle doit garantir gu’un front donné n’est pas inséré deux faisda queue. Par exemple, si I'on
considere un réseau de deux contraintes possédant chacune aw2rnstiates, le premier front sera
le front< 0,0 >. Lors de la premiére itération, nous insérerons dans la queue les vaising > et
< 0,1 >. Lorsque ces fronts sont & leur tour extraits de la queue, ils généteusrdeux le méme voisin
< 1,1 > qui ne doit étre inséré qu’une seule fois dans la queue pour éviteattegscredondants. Cette
gueue particuliére s’obtient en modifiant tres Iégérement une implémentatgsigeia d'une queue de
priorité par tas binomial.

On peut facilement vérifier que I'algorithme 31 énumére tous les frontshpesguand solveCN ne
trouve jamais de solution. En effet, en faisant abstraction des coltgiild’ane exploration en largeur
d’abord d'un arbre énumérant les fronts. La proposition 5 garanptienque cet algorithme ne peut pas
boucler indéfiniment et que les fronts sont énumérés par ordre derciggant.

Proposition 5 1° Les propriétés suivantes sont garanties par I'algorithme 31 :
A) les fronts sont énumérés par ordre croissant de codt;
B) une fois qu'un fronjf est extrait de la queue de priorité, il ne peut plus jamais y étre inséré.

Preuve Soit f; un premier front extrait de la queue gtun front extrait de la queue aprés I'extraction
de f.

A) Deux cas sont possibles. Soit (A.f) se trouvait déja dans la queue qughan a été extrait, soit
(A.2) fo a été placé dans la queue apres I'extractiorfd®ans le cas (A.1), la queue de priorité garantit
quecost(fi) < cost(f2). Dans le cas (A.2)f2 est issu d’un frontf tel quef —. f, et tel que soit
f = fi1, soit f était présent dans la queue qughdh été extrait. Dans les deux casst(f1) < cost(f).
Commef —. fa = cost(f) < cost(f2), on en conclut queost(f1) < cost(f2). Par conséquent, on
obtient dans tous les cas quest(f1) < cost(f2).

B) Supposons qug; = fo. Comme la queue garantit qu’elle ne contient jamais deux fronts iden-
tigues a un instant donné, on en conclut que I'on se situe nécessaigansié cas (A.2) précédent. Or,
nous avons prouvé que dans ce east(f1) < cost(f2), ce qui contredif; = fo. O

Il est a noter que dans notre approche, les contraintes unaire®ssitérées comme des contraintes
tout a fait ordinaires. Par ailleurs, dans la mesure ou une seule stra abatrainte est retenue a un
instant donné, les CN générés sont de taille beaucoup plus réduite quENedd/ départ. On peut
espérer que la résolution soit assez simple (donc rapide) a réalisdagdngart des cas. Une derniére
observation est que cet algorithme exploite une forme d’abstraction eidéoant que, d'un point de
vue global, il N’y a pas lieu de distinguer entre eux les tuples de méme caig diéme contrainte.

Pour finir, 'inconvénient de cette premiére version est gqu’elle énumateddes combinaisons pos-
sibles de strates. Dans le pire des cas, elle énumere un nombre de fiadras @goduit du nombre de

19Cette proposition est similaire au lemme 4 proposé dans la section 3.8slsena une autre forme. En effet, ici il s’agit
de fronts et non pas de tuples
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strates de chaque contrainte, qui correspoidl,a ., w-1ayers.length. Selon le nombre de va-
riables et de contraintes, cette complexité peut s’avérer nettement phaegrae dans une approche par
séparation et évaluation classique (i.e. quiibgl ., w-layers.length >> []; [dom(z;)|). Cela
s’explique en particulier par le fait que, dans notre approche, une mé&taaamtion peut étre explorée
plusieurs fois dans les différentes résolutions. Néanmoins, méme daas,ceette approche peut se
révéler payante sile codt de la solution optimale est faible.

4.6.2 Exploitation des noyaux insatisfaisables minimaux

La complexité de I'algorithme précédent peut étre fortement réduite enyseaigremarquant qu’il
est vain de passer a la strate supérieure pour une contrainte quitivgppgras a l'insatisfaisabilité
du CN. L'idée est donc d’identifier un MUC et de ne passer a la strat@rigupe uniguement pour les
contraintes appartenant a ce MUC. Dans le pire des cas, le MUC retmumtiént toutes les contraintes
du probléme et donc la complexité dans le pire des cas reste inchangéad@et en pratique, sur des
instances concreétes, les MUC sont souvent de petite taille. De ce fait, inagesgénéré est bien plus
petit et la complexité pratique est fortement réduite.

Approche compléte

L'algorithme completeSearchl(), Algorithme 32, inspiré de [Fu et Malik 628Msotegukt al.,, 2010,
Margues-Sila et Planes, 2011], présente I'algorithme modifié pour premdcompte les MUC dans une
version compléte.

Algorithm 32: completeSearchii{ : WCN) : sol
1 foreachw € cong§W) do

2 | flw] <0

3Q—{f};

4 while Q) # @ do

5 f < pick and delete smallest cost frontdh;
6 P — toCN=(W, f);

7 sol < solveCNP) ;

8 if sol # L then

9 | return sol

10 else

11 M — extractMUGP) ;

12 foreachw € congW, M) do

13 if flw] < w.layers.length — 1 then
14 17

15 flw] — fllw] +1;

16 if cos{(f’) # k then

17 | Q=QuU{f'};

18 return L

Les premiéres étapes de I'algorithme sont les mémes que pour I'algorithme tefgaechNoMUC(),
Algorithme 31. Quand le CN courant est insatisfaisable, un MUC est idemifa va progressivement
autoriser des strates plus élevées dans les contraintes du MUC. Pliséime&tt, I'algorithme énumére
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tous les successeurs directs du front courant afin de relacher & Rtlr chaque contrainte du MUC
(obtenue par I'appel co(#/, M)), I'algorithme génére un successefirdu front courant qui ne dif-
fere de ce dernier que par le relachement de cette contrainte (incréemeaii strate autorisée). Ce
nouveau front est alors inséré dans la qu@ueune position dépendante de la valeuradé (f”).

Proposition 6 L'algorithmecompleteSearchl,(Algorithme 32, est complet.

Preuve Par abus de langage, nous utiliserons le terme "front" pour désigner impliitde CN associé
aun frontf par toCN- (W, f). Soit f,, le front qui est identifié€ comme insatisfaisablééie MUC extrait
de ce front. La seule différence entre les algorithmes completeSeaatietinplete SearchNoMUC(),
c’est a dire les algorithmes 32 et 31, est que lorsqu’'un MUC est iderdifiéestreint la recherche en
s'imposant de relacher en priorité ce MUC.

Sile WCN n'admet pas de solution, restreindre ainsi la recherche rgefajperdre de solution. On
peut donc se restreindre au cas ou le WCN admet au moins une sdlusait f5 le front correspondant
a une solutiorb. L'algorithme 31 garantit qu’il existe toujours un frofidans la queue de priorité tel que
f —« fs. C'est en particulier vrai pour le premier fromtplacé dans la queue et lorsque cette propriété
est vérifiée pour un front extrait de la queue, elle est vérifiée poonadins I'un de ses successeurs directs
(par définition de—,). Par conséquent, par récurrence, cette propriété est toujourgé@ss

Si fu />« fs, larestriction proposée ne peut pas nous faire perdre la solgitiBar conséquent, nous
pouvons donc faire I'hypothése qufg —. fs. De ce faityw € cons(W), fs[w] > f,[w]. Par ailleurs,
il existe nécessairement une contraintec cons(W, M) telle quefs[w;] > f.[w;], faute de quoifs
serait toujours insatisfaisable. Sditle front défini parf'[w;] = fu[w;] + 1 etVw € cons(W) tel que
w # w;, f'[w] = fu[w]. f/ estun front qui est généré par I'algorithme et par constructior,. f;. O

La figure 4.11 présente un exemple ou I'on ne peut pas se contentdéicteereun MUC d’'une seule
maniére, flt-ce le relachement local de colt optimal, sans perdre la salptiamale.

co(t| tuple  colt| tuple codt| tuple
100|{(x,c)} 100| default 100 {(y,c)}
10 |{(x,b)} 5 [{x.c).(y.a)} 10 [{(y.b)}
0 [{xa} 0 [{xa)lyb)} 0 [{(va)}

(a) wa (b) way (€) wy

Fic. 4.11 — De la nécessité d’énumérer tous les relachements d’'un MUC.

Dans cet exemple, un WCN est composé de trois contraintes.,., etw,. Le premier front sélec-
tionne les strates de colf ce qui ne conserve comme tuples autorisés{duea)}, {(z,a), (y,b)} et
{(y,a)}. Bien évidemment, dans ce cas, les contraintgsetw, forment un MUC. Il y a deux maniéres
de relécher ce premier MUC : la premiere consiste a passer a la stratetswiea,,, (c’est localement
le meilleur choix puisqu’elle a un colt égabg alors que la seconde passe a la strate suivantg, de
Dans le premier cas, le nouveau front obtenu conserve comme tupleisé@sitér, a)}, {(z,¢), (y,a)}
et{(y,a)}. Cette fois, le MUC contient les contraintes etw,,. On peut soit relachen,,, pour aboutir
a une solution ayant un co(t de 100, soit relaahgpour aboutir a un autre MUC que I'on peut relacher
de deux maniéres pour aboutir soit a une solution de t@itou a une solution de codfl0. Si dans
le premier MUC on avait relache,, nous aurions directement obtenu une solution de to@fui est
I'optimum. Cela montre clairement que tous les relachements d’un MUC sonsrequ
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Approche gloutonne

Nous présentons maintenant une version incompléte de notre approctanutiéstraction et le
relachement de MUC pour la résolution de WCN. Cette approche est indentjzlas le sens ou le
processus s’arréte dés qu’une solution est trouvée, celle-ci higaarprouvée optimale. L'objectif ici
est de satisfaire rapidement les MUC en relachant de maniére gloutdosie(ps strates a la fois) les
contraintes présentes dans ces MUC, tout en veillant & assurer unerakat optimal uniguement en
local (c’est a dire au niveau du MUC). De ce fait, elle est gloutonnél et possible que beaucoup
de contraintes aient été plus ou moins relachées pour satisfaire chacMidzrencontrés alors que
pour certaines de ces contraintes, un tel relachement n’était pas mshdpe dans le relachement global
nécessaire pour la satisfaisabilité du WCN.

A partir d’'un WCNW, I'algorithme incompleteSearch(), Algorithme 33, retourne une solution d’un
CN dérivé delV. La structurefront est tout d’abord initialisée &, ce qui correspond a la premiere
strate de chaque contrainte du WCN.

A partir d’'un WCNW et d’un frontf, on extrait un CN et ce réseau de contraintes est alors résolu.
Si une solution est trouvée, alors elle est renvoyée par I'algorithme 3 (f)g Si le réseau est prouvé
insatisfaisable, il est alors nécessaire de relacher des contrainte€uRBur cela, I'algorithme extrait
un WCNW’ a partir d'un MUC calculé (lignes et 10). Le front f est alors mis a jour par I'algorithme
relax (lignel1). Cette procédure relachera une (ou plusieurs contrainteid)’dain de casser le MUC
associé dV’. Ce processus boucle jusqu’a ce qu’une solution soit trouvée poésdau de contraintes
associé av'.

Algorithm 33: incompleteSearch{ : WCN) : sol
1 foreachw € cong§W) do

2 | flw] <0;

3 repeat

4 | P—toCN<(W, [);

5 sol < solveCNP) ;

6 if sol # L then

7 | return sol;

8 else

9 M «— extractMUQP) ;
10 W' «— restric{W, M) ;
11 f—relaxW’, f);

12 until sol # 1;

L'algorithme relaxWV, f) met a jour le frontf afin d’autoriser de nouvelles strates. Il faut noter que
le corps de cet algorithme est similaire a celui de I'algorithme completeSearotdié que le résultat
est de nature différente et que I'algorithme toCHBst appelé a la place de toCNLe CN obtenu est
résolu avec solveCN.

Le principe général est d’'incrémentgrv] pour au moins une contrainte, de maniére a rendre le
MUC satisfaisable. Autrement dit, pour au moins I'une des contraintesaomosise une augmentation
du co(t pour cette contrainte. Dans I'approche gloutonne adoptée s, aomtinuons jusqu’a ce que le
MUC soit cassé.

L'algorithme 34 utilise une queue de priorité locg)g,. qui est tout d’abord initialisée avec la struc-
ture f. Tant queQ,,. n'est pas vide (lign€), on extrait de la queue le froftayant le plus petit codt
cost( f). L'algorithme toCN: construit un réseau de contraintes a partir du WCN et du ffmécédem-
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Algorithm 34: relax( : WCN, f : front) : front

Qloc — {f} ;
while Q.. # @ do

f < pick and delete smallest cost frontd,.. ;
P —toCN<(W, ) ;
if solveCN P) # L then
| return f;
else
M «— extractMUQP) ;
foreachw € cong§W, M) do
if flw] < w.layers.length — 1 then
=1
fw] — fllw]+1;
if cos(f’) # k then
L Qloc — Qloc U {f,} ;

© 00 N O O B~ W N B

N =
A W N B O

ment sélectionné (lignd). Si ce réseau de contraintes est satisfaisgh@ssé initialement en parametre
est mis a jour et retourné par I'algorithme 34. Au contraire, si le réseaomteaintes est insatisfaisable,
cela veut dire que le relachement n’est pas suffisant et I'algorithme joet alors sa queue de fronts en
générant tous les successeurs directs.d@ur chague contrainte appartenant au WCN (obtenue a partir
du MUC), nous générons un nouveau front, différent du front ingiaincrémentant la strate d'une seule
des contraintes.

Notons que, dans les appels a I'algorithme relax(), Algorithme 34, on paesfreindre a travailler
seulement avec un sous-ensemble des contraintes. En effet les deatsaisceptibles d’étre relachées
sont celles faisant partie du WCHN associé au MUC (restridd/, M/)). En pratique, nous travaillons
simplement avec le sous-ensemble du front correspondant aux ctegnaifsentes dans le MUC, ce qui
permet une économie d'espace.

Dans la version incompléte, nous transformons un WCN en CN en utilisaraiitime toCN: a la
place de toCN utilisée dans la version compléte. En effet, dans la version compléte, tousdebea-
ments possibles d’'un MUC sont considérés et les fronts sont énun@résdpe de colt croissant. De
ce fait, lorsque I'on teste la satisfaisabilité d’'un CN associé a un ffonbus savons que tous les CN
associés a des fronfé tel quef’ —, f ont déja été prouvés insatisfaisables. Dans la version compléte,
I'algorithme toCN. extrait donc un CN composé des strates courantes d’un front. Dansslarvén-
compléte, tous les relachements possibles d’'un MUC ne sont pas enviBagésnséquent, on ne peut
donc pas garantir que lorsqu’on teste la satisfaisabilité d’'un CN assogci#a@ni f, tous les CN associés
ades frontsf’ tel quef’ —. f ont déja été considérés et prouvés insatisfaisables. L'algorithmetoCN
extrait donc un CN a partir des strates courantes et inférieures ant fr

Cette approche ne garantit pas l'identification de la solution optimale. La raistoque tous les
relachements de MUC ne sont pas considérés contrairement a la vessipiete (voir exemple dans
la figure 4.11). En effet, nous identifions seulement le premier relachgmeemiettant de restaurer la
satisfaisabilité d'un MUC.
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4.6.3 Reésultats expérimentaux

Afin de montrer l'intérét pratique de notre approche, nous avons menéxgeerimentations sur
un ordinateur équipé de processeurs Intel(R) Core(TM) i7-2820@W 2.30GHz. Dans un premier
temps, nous avons choisi de comparer notre approche gloutonne GidiR€GMR pour Greedy Muc
Relaxation), a deux approches complétes avec algorithme de transfeai$tdenaintenant la cohérence
EDAC, et proposées par notre solvedlisCon et par le solveufl'oul Bar2 (version 0.9.4.0). Le temps
limite (time-out) alloué pour résoudre chaque instance est0esecondes. Le temps CPU total pour
résoudre chague instance est donné ainsi que la borne trouvéeSiUBXxécution de I'algorithme n’est
pas terminée avant le temps limite (CPU supériedb@secondes), la borne affichée correspond a la
borne trouvée au bout dé80 secondes. Le tableau 4.12(a) représente les résultats obtenus poig la s
d’'instancesspotb (exceptées les instances trop triviales) constituées de contraintes dlantaximum
égale a 3. Le tableau 4.12(b) représente les résultats obtenus poig @isétanceselar.

Pour les instancegpot5, nous observons que notre approche permet d’obtenir de meilleurgssbo
gue celles obtenues par les deux approches complétes, excepté postalesespot5-404, spot5-503
et spot5-1502. Au deld du fait que notre approche n’est pas compléte, ceci s’exppqu la facilité
relative de ces trois instances (moinside00 contraintes) et donc les algorithmes a transferts de codts
parviennent a atteindre une meilleure borne dans le temps imparti. Cepehelstrifjtéressant de noter
gue la borne trouvée par notre approche pour ces trois instanceépagesi éloignée que ¢a de celles
obtenues par les approches complétes, et cela dans un temps tres @ocetn@nt les autres instances,
considérées comme plus difficiles (en particulier plusl8g00 contraintes pour les instancegot5-
1403, spot5-1407 et spot5-1506), nous observons que notre approche gloutonne obtient de meilleures
bornes que celles obtenues par les approches complétes et dans ubitangas court que le temps
limite.

Malheureusement, nous pouvons constater que GMR n’est pas engstitif queT oul Bar2 pour
la plupart des instances des séridar, scen etgraph. Par contre, sil'on compare GMR avec les mémes
approches, mais implémentées dans notre soldés€ on, nous constatons alors que GMR surpasse la
version EDAC dAbsCon. Une explication plausible pouvant expliquer cette différence poutraité€s
choix d'implémentation propres aux deux solveurs. Malgreé tout, sur l'iest@ruph-05, méme si GMR
n'est pas aussi rapide qU®ulBar2, notre approche est capable de trouver la borne optimale.

Nous avons également comparé notre approche gloutonne a une gutreh&gncompléte proposée
par la bibliotheque INCOP (section 2.2.3) dans le solVBu! Bar2. Les résultats sont proposés dans
les tableaux 4.13(a) (pour les instanegst5) et 4.13(b) (pour les instances/ar). Nous constatons que
les bornes retournées par INCOP sont dans la majorité des cas meillearesllgs retournées par notre
approche. Evidemment, nous pouvons nous demander si ces dewchaspsont bien comparables.
Bien qu’il s’agisse de méthodes incompletes, la bibliothéque INCOP explaitadiobre de techniques
sophistiquées de recherche locale, présentées dans la section 2&ntguaturellement plus efficaces
gu’une simple approche gloutonne. Malgré cette différence flagrarseatégie, on peut toutefois noter
gue les bornes trouvées par notre approche sont relativemeneproeltelles retournées par INCOP et
dans des temps trés faibles. Exploiter notre méthode représente dongpuoeha intéressante si I'on
souhaite obtenir pour un probléme une borne de bonne qualité dans urréatipement faible.

Concernant notre approche complete avec extraction de MUC, lesregpéations menées ont mon-
tré qu'elle n’est pas compétitive en I'état. Nous avons donc cherchtetntdéer les raisons a l'origine
de cette inefficacité et nous en sommes arrivés a trois constats. Le premséataconcerne le nombre
de fronts a traiter par notre approche avant de trouver le premier (G satisfaisable. Certes, une
solution du premier front satisfaisable trouvé correspond a une solupiimaie du WCN d’origine.
Cependant, s'il s’agit d'un front "éloigné" du front d’origine, ste dire un front obtenu depuis le front
initial aprés un nombre considérable de transformations, alors il esbfgods ne pas obtenir de solution
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AbsCon Toulbar2
Instances GMR EDAC EDAC

spot5-42 CPU 565  >600 > 600
UB 162,050 161,050 161,050

AbsCon ToulBar2
spot5-404 CPU 317 > 600 217 Instances GMR EDAC EDAC
UB 118 114 114 graph-05 CPU 16.6 > 600 0.62
UB 6,235 8238 6,240 3en-06 CPU 885  >600 4854
spot5-412 CPU 11.4  >600 > 600 UB 3,616 12,013 3,389

UB 33,403 43,390 37,399 scen-06-16 CPU 60.6 > 600 237.7
uB 4,149 11,286 3,277
spotb-414 CPU 23.5 > 600 > 600 : : -
UB 40 500 56.492 52,492 scen-06-18 CPU 59.2 > 600 102.4
’ ’ ’ UB 3,640 8,723 3,263
spot5-503 CPU 3.67 > 600 > 600 scen-06-20 CPU 68.5 > 600 67.9

UB 12,125 13,119 12,117 UB 3,402 8,594 3,163
spot5-505 CPU 761 =600 > 600 scen-06-30 CPU 32.6 177.7 1.10
UB 22,266 28,258 25,268 UB 2,208 2,080 2080

scen-07  CPU 2099 >600 > 600

spot5-507 CPU 13.3 > 600 > 600 UB 426,423 31,230K 505,731
UB 30,417 37,429 37,420 “5cen-07_10K CPU 28.7  >600 > 600

spot5-509 CPU 195 >600 > 600 UB 270K 17,000k 1,500K

UB 37,469 48,475 46,477 celar6-sub2 CPU 23.3 > 600 4.74
UB 2,927 2,746 2,746
celar6-sub3 CPU 26.6 > 600 15.7

spot5-1401 CPU 45.6 > 600 > 600

UB 483,110 513,097 516,095 UB 3,271 3,279 3,079
spot5-1403 CPU 85 > 600 > 600 celar6-subd CPU 41.5 > 600 28.7
UB 493,265 517,260 507,265 uB 3,704 5,178 3,230
spot5-1407 CPU 334 < 600 ~ 600 celar7-sub2 CPU 60.8 > 600 17.8

UB 283,955 252,436 173,252

B 4 1 1 2
v 95,615 517,623 507,633 celar7-sub3 CPU 48.7 > 600 93.4

spot5-1502 CPU 2.47 0.98 0.02 UB 414,161 1,342K 203,460
UB 28,044 28,042 28,042 celar7-sub4 CPU 57 > 600 221

spot5-1504 CPU 409  >600 > 600 UB 272,945 302,541 242,443
UB 175,308 204,314 198,318 (b) instanceselar.

spot5-1506 CPU 207  >600 > 600

UB 388,556 426,551 399,568
(a) instancespotb

FiG. 4.12 — Temps CPU en secondes et borne trouvée avant le temps limite.

dans le temps imparti. Cela peut étre génant dans un contexte ou une sgjutaiie, soit optimale ou
non, est requise. Il faudrait donc pouvoir effectuer des "sawass tlespace de recherche correspondant
a I'ensemble des fronts. Ensuite, il suffirait d’utiliser le processus épdlmtion et évaluation" avec le
colt du front satisfaisable trouvé le plus récemment comme borne supésiene pas traiter les fronts
de co(t supérieur ou égal qui ne permettront pas quoiqu'il arriamdliorer le front satisfaisable déja
trouvé. Le deuxiéme constat concerne le processus d’extractiorogaaxinsatisfaisables minimaux.
Nous sommes conscients que cette extraction est colteuse et pénalisargagpne pas reconsidérer
cette recherche : les résultats seraient-ils meilleurs si on se contentiaidéexn noyau non minimal
dans le sens ou nous lI'avons exploité jusqu’a présent, et ainsi revo#tleode d’extraction. Troisiéme
et dernier constat, nous nous sommes apercgus que les mémes noyaulrissalEs minimaux étaient
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AbsCon Toulbar2
Instances GMR INCOP

spoth-42  CPU 5.65 > 600
UB 162,050 155,055

AbsCon ToulBar2

spot5-404 CPU 3.17 > 600 Instances GMR INCOP
UB 118 114 graph-05 CPU 166 > 600
spot5-408 CPU 7 > 600 UB 221 243
UB 6,235 6,229 scen-06  CPU 885 > 600
spot5-412 CPU 114 > 600 uB 3,616 3,466
UB 33,403 32,398 scen-06-16 CPU 60.6 > 600

UB 4,149 3,277
spot5-414 CPU " 235 > 600 scen-06-18 CPU 592 > 600

UB 40,500 40,509 UB  3.640 3274

spot5-503 CPU 3.67 > 600 scen-06-20 CPU 68.5 > 600
uB 12,125 11,113 uB 3,402 3,166

spot5-505 CPU 761 > 600 scen-06-30 CPU 32.6 > 600

UB 22,266 21,266 UB 2,208 2,080
scen-07 CPU 209.9 > 600

spot5-507 CPU 133 > 600 UB 426,423 394,006
UB 30,417 27,413 scen-07_10K CPU 28.7 535

spot5-509 CPU  19.5 > 600 UB 270,000 360,000
UB 37,469 37,462 celar6-sub2 CPU 23.3 > 600

UB 2,927 2,746

spoig L CPY 23l > 600 celarG-sub3 CPU 266 > 600
UB 483,110 479,109 UB 3271 3.079

spot5-1403 CPU 85 > 600 celar6-subd CPU 41.5 > 600
UB 493,265 482,267 UB 3,704 3,230

celar7-sub2 CPU 60.8 > 600
UB 283,955 173,252
celar7-sub3 CPU 48.7 > 600

spot5-1407 CPU 334 > 600
UB 495,615 484,609

spot5-1502 CPU 2.47 > 600 UB 414,161 203,460
UB 28,044 28,042 celar7-subd CPU 57 > 600

spot5-1504 CPU 409 > 600 UB 272,945 242,443
UB 175,308 166,318 (b) instanceselar.

spot5-1506 CPU 207 > 600
UB 388,556 377,555

(a) instancespotb

FiG. 4.13 — Temps CPU en secondes et borne trouvée avant le temps limite.

extraits plusieurs fois. En d'autres termes, au dela du colt que red'sxtraction d'un noyau insa-
tisfaisable minimal, ce méme travail peut donc étre effectué plusieurs foisji ggnalise clairement
I'efficacité. Pourquoi donc ne pas enregistrer des informations suolesux insatisfaisables minimaux
extraits afin de les réutiliser lors des résolutions suivantes. Nous mnogdsnc une seconde approche
de résolution compléte que nous décrivons dans la section suivariggitlde I'approche compléte dé-
crite précédemment dans laquelle nous avons apporté des modificatiopsllieuces points faibles qui
sont trés certainement a l'origine de l'inefficacité de cette premiere apprmampléte proposée. Nous
verrons d'ailleurs que les résultats de nos expérimentations nous tearfdans ce sens.
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4.7. Deuxiéme approche

4.7 Deuxiéme approche

4.7.1 Recherche en profondeur d’abord

L'approche compléte que nous avons proposée dans la sectiongméxédt basée sur une recherche
en largeur d’abord. En effet, la queue de priorité exploitée trie les fpamtsodt et retourne a chaque fois
le front de colt minimal. En d’autres termes, des fronts sont analys€sudeesseurs de ces fronts sont
générés dans le cas ou ils ne sont pas satisfaisables et ils sont irs&és gueue de priorité. Bien sdr,
les successeurs d'un front ont des codts relativement prochesfidmt(car uniquement un colt modifié
correspondant au co(t de la contrainte relachée), ils sont donc ttaitésin temps relativement proche
de celui du front d'origine. De ce fait, quand on observe I'ordre decpurs des nceuds, on constate
gu’il ressemble a une recherche en largeur d’abord. La figure 4.54rélun exemple de ce parcours en
largeur d’abord. Nous considérons un front initial0, 0,0 > a partir duquel nous cherchons a trouver
un front satisfaisable. Les fronts traités sont grisés, et pour chdewes fronts est indiqué le codt (a
sa droite) ainsi que la position (par rapport au traitement des autras)féotaquelle il a été traité (a
sa gauche et en gras). Par exemple, le frort,0,1 > a un colt égal & et il est traité en deuxieme
position, apres le front 0,0,0 > qui a un coQt égal & et qui est traité en premiére position. Dans ce
petit exemple, nous admettons que le CN satisfaisable de colt minimal comdesmpdéront< 1,1,0 >.
Nous voyons bien a travers les fronts traités qui sont grisés un pardeutype largeur d’abord pour
arriver a ce fronk 1,1,0 >. A noter que les fronts encerclés sont des doublons et qu'ils ne enot d
pas insérés dans la queue de priorité.

1
o w0
2001 3010 5100 .

1 3

011 , 101, (011 110 (101

FiG. 4.14 — Arbre de parcours en largeur d’abord.

Le front satisfaisable: 1,1,0 > est obtenu aprés avoir traité sept fronts : en effet, le front satisfai-
sable< 1,1,0 > correspond au septiéme front traité. C’est un des premiers points fd@l&gpproche
compléte que nous avons proposée précédemment. En effet, cetteclnecherlargeur d’abord peut
prendre du temps avant de trouver un premier front de CN satisfaisa®ee s'il s'agit de I'optimum.
Nous pouvons constater qu’aprés avoir traité le frarft, 1,1 >, son voisin € 1,1,1 > avec un colt
égal &9) va étre stocké dans la queue alors qu'’il a un coQt supérieur au udévmt de codt optimal
(pour rappel, le front optimal est 1,1,0 > avec un colt d8). Dans la nouvelle approche que nous
proposons, nous utilisons une recherche en profondeur d’abpaliece faire, nous remplacons la file
par une pile. Cette pile contient donc les fronts et il est important de noéeicqatrairement a la queue
utilisée dans l'approche précédente, ces fronts ne sont pas triésdparde colt et plusieurs occur-
rences de ces fronts peuvent étre présents. La figure 4.15 illusteledméme contexte que I'exemple
précédent, ce parcours en profondeur d’abord et la figure 4.16dIl&tat de la pile utilisée durant ce
parcours.

Bien évidemment, le premier front traité est le front initab, 0, 0 >. Ce front étant insatisfaisable,
ses voisins sont générés dans l'orerd, 0,1 >, < 0,1,0 >, < 1,0,0 > et sont placés sur la pile dans
le méme ordre. La figure 4.16 illustre I'état de la pile et les fronts grisésseptént les fronts extraits
de la pile et traités : au début, la pile ne contenait que le foft0,0 >, et ensuite ont été insérés les
fronts< 0,0,1 >, < 0,1,0 >, puis< 1,0,0 > qui correspond au front en haut de la pile. Ensuite, le
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1
o e,
001 | 5010, 2100 ,
6 4 3
011, 110 101, 110 |

FIG. 4.15 — Arbre de parcours en profondeur d’abord.

front au dessus de la pile, c'est a dikel,0,0 >, est traité. Insatisfaisable, ses voisins sont générés,
placés sur la pile et selon le méme principe le frant, 1,0 > est extrait de la pile et traité. Le premier
front satisfaisable (méme s’il N’y a aucune garantie qu’il s’agisse ttamt de codt optimal) est ainsi
trouveé seulement aprés avoir tradtéonts. De plus, si hous continuons le processus, le foiht1,1 >

de colt égal & rencontré par la suite n'aurait pas été traité : en effet, par mécanismeatatien et
évaluation, il n'aurait pas été stocké dans la pile (donc ce front est@écur la figure) car sont co®)(

est supérieur ou égal au cot du dernier front satisfaisable treaM&¢currence le fronk 1,1,0 > de
colty).

101 110

010 010 011
001 )01 001
- ,’{\\\\ /’{\/

générations des voisins

FIG. 4.16 — Etat de la pile de fronts lors d’'une recherche en profondabodi.

Sans aucune garantie que ce premier front satisfaisable trouvé regmrde a un front optimal, il
a permis malgré tout de trouver une solution assez rapidement. Toutefaisiniportant de noter que
cette approche de recherche en profondeur d’abord est bien demplg effet, elle parcourt la totalité
de I'arbre de recherche dans le sens ou tous les fronts qui sorésrdams la pile sont traités.

4.7.2 Algorithme d’approche complete

Notre nouvelle approche est présentée dans I'algorithme completeBE&QhAlgorithme 35, dans
lequel la pileS présentée dans le paragraphe précédent remplace la queue de etigatpermettre
d’effectuer une recherche en profondeur d’abord.

Dans le cadre d’'une recherche en profondeur d'abord, le raasoant est bien sir différent. Dans
'approche précédente, dés que nous trouvions un front comdapba un CN satisfaisable, les fronts
étant traités par ordre de codt croissant, nous savions alors qulutios de ce CN correspondait alors
a une solution de colt optimal dans le WCN et nous pouvions arréter legaug Ce n’est plus le cas
en utilisant la pile car les éléments n'y sont pas triés. Pour étre slr d’avouéie front satisfaisable de
colt minimal, tous les fronts présents dans la pile ainsi que les fronts pa® estackés ayant un co(t
strictement inférieur au codt de la meilleure solution trouvée jusqu’a prédeiment obligatoirement
étre considérés. C'est I'une des différences majeures de cet atger@vec celui présenté dans la section
précédente. La nouvelle boucle principale doit traiter tous les frontemidans la pile (via la fonction
pop()) sans quoi la complétude ne peut étre assurée. De plus, le cadtaiaarmi les fronts prouvés
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Algorithm 35: completeSearchDF8( : WCN) : sol
1 foreachw € congW') do

2 L f[w] «— 0

S —A{r};
while not S.empty()do
J = S.pop();
if cos(f) # k then
P — toCN_(W, f) ;
sol — solveCNP) ;
if sol # 1 then
solOptim « sol ;
k «— cos(f) ;
Ise
M « extractMUQP) ;
foreachw € cong§W, M) do
if flw] < w.layers.length — 1 then
fr=1
f'lw] = fllw] +1;
if costf’) # k then
| S.push(f);

© 00 N O U b~ W

e~ e e N e i e =
© 0 N o o hh W N P O
D

20 return solOptim ;

satisfaisables constituant une borne supérieure, seuls les frontsiayartt strictement inférieur a cette
borne doivent étre ajoutés dans la pile pour étre considérés (test ad@)igbiest pour cela que seuls
les nouveaux fronts dont le colt respecte cette condition sont ajoidéa fgnction push()) dans la pile

(ligne 19) et quand on dépile et que le codt du front extrait est supérieur @aégcolt de la meilleure

solution connue, on peut I'ignorer.

4.7.3 Noyaux insatisfaisables minimaux par rapport aux vaiables

Un autre changement que nous avons apporté a notre approcheneohegtraction des noyaux
insatisfaisables, et plus précisément la nature du noyau insatisfaisahle ®ans I'approche précédente
il s’agissait d’extraire un noyau insatisfaisable minimal par rapport aubne de contraintes contenues :
en d’'autres termes, retirer une et une seule contrainte de ce noyaut plereerendre satisfaisable.
Cette fois-ci nous allons chercher a extraire un noyau insatisfaisable rhipgmaapport au nombre
de variables contenues : retirer une et une seule variable couveré paoins une contrainte de ce
noyau, c'est a dire extraire aussi du noyau toutes les contraintesacgette variable, permet de rendre
ce noyau satisfaisable. Cette extraction est toujours réalisée par I'afgergktractMUC(P) mais la
minimisation est assurée par rapport aux variables comme expliquée dantda ¢.5.2.

4.7.4 Apprentissage de noyaux insatisfaisables

Comme nous I'avons vu dans 'approche proposée précédemmentphbpale fronts sont traités.
Pour chaque front une résolution va étre réalisée, avec a chaqueiédis CN correspondant est insatis-
faisable I'extraction d’un noyau insatisfaisable minimal afin de le relactmrsidavons que I'extraction
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d’un noyau insatisfaisable minimal est colteuse, et vu que le nombrerds freut étre considérable, on
doit veiller a réduire ce travail si I'on veut étre compétitif. Le but de nofféexion était donc d’éviter
ces recherches de noyaux insatisfaisables minimaux. Nous nous sommsegpaigus que les mémes
noyaux insatisfaisables minimaux pouvaient étre extraits plusieurs foisl@ealcul que ¢a représente)
a partir de fronts différents. Nous sommes donc partis sur I'idée d’streigces noyaux insatisfai-
sables déja rencontrés, afin de les détecter dans les fronts suivents/ea a les recalculer. Les fronts
contenant un MUC déja identifié ne seront pas traités et les voisins deoes $eront directement geé-
nérés. Clairement, apprendre des noyaux insatisfaisables déjatrésqmrmet de réduire les efforts de
recherche nécessaires durant I'extraction de noyaux insatisfaisalvignaux.

Base de patterns de noyaux insatisfaisables

Lorsque nous traitons un front qui s'avere étre insatisfaisable, u Méut donc en étre extrait.
Considérons la figure 4.17(a). Nous imaginons que le frort 1,1,0,0,0,0,1,1 > correspond a un
CN insatisfaisable et que le MUC extrait se compose des contraintes et c5. Nous définissons le
patterncorrespondant a un MUC comme la structure qui associe a chaqueicentta MUC, via son
identifiant, I'indice de la strate sélectionnée pour cette contrainte dans terfsatisfaisable. Un pattern
sera noté sous la forme ¢y — sg,...,c4 — s, > OU par exemple, représente l'indice de la strate
associée a la contraintg dans ce pattern. Dans la figure 4.17(a), le pattern correspondantJ&u M
est< ¢; — l,e3 — 0,¢5 — 0 >. Ce pattern couvre trois contraintes (celles du MUC) et associe
la strate d'indicel a la contrainte d’identifiant (c1), la strate d’indiced & la contrainte d’identifiant
3 (c3) et la strate d'indiced a la contrainte d'identifian (c5). Nous stockons les différents patterns
calculés au cours du processus dans une base de patterns r&grésers la forme d’'un arbre illustré
dans la figure 4.17(b). Un nceud de cet arbre correspond a unaiotatet les arétes correspondent a
des couplesidentifiant contrainte — indice strate ). Toutes les arétes qui partent d’un
nceud référencent la contrainte associée a ce nceud. Pour sighaler gontrainte n’est pas couverte par
un pattern, nous trouverons I'ar@t@u niveau du branchement pour cette contrainte. Chaque branche de
cet arbre allant de la racine jusqu’a une feuille (qui ne représentengasontrainte mais plutot un point
de terminaison) représente un pattern qui couvre les contraintes assagiénceuds de cette branche et
qui se compose de I'ensemble de ses arétes.

MUC C1

/ |
» 4 Y cy — 1
Chp € Cp €3 C4 C5 Cg C7 Cg

lo[x]1fofofojo 1] Iront
insatisfaisable

cs — 0

<c1 —0,ca—1>

I

<cy —1,c4 — 0,c8 = 0> 05_>0
<c —1l,cg— 0,5 > 0> pattern <ec1—1,c3— 0,c5 — 0>
(a) Pattern extrait depuis un front insatisfaisable. (b) Vue partielle d’'une base de patterns.

FIG. 4.17 — Enregistrement de noyaux insatisfaisables connus via leursipatter
Considérons par exemple dans la figure 4.17(b) 'insertion dans l'dibpattern< ¢; — 1,¢3 —
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0,c5 — 0 > (tout juste trouve) dans I'arbre contenant déja les patterng — 0,c0 — 1 > et
< ¢ — l,eq — 0,c5 — 0 >. Depuis la racine de 'arbre référencant la contraintdes premiéres
arétes, a savoit; — 0 etc; — 1, sont considérées. Comme la premiére associatotrainte —
strate  dans le pattern corresponada— 1, nous suivons I'aréte correspondante et nous considérons
son nceud d'arrivée qui représente la contrainteUne seule aréte part du nceud correspondant a
il sagit decy — 0. La contraintecy, n’étant pas présente dans le pattern a insérer, nous ajoutons une
nouvelle arétd) partant du nceud; dans laquelle nous branchons. Enfin, nous ajoutons les deux arétes
suivantes, a savoirs — 0 etcs; — 0, depuis deux nouveaux nceuds que nous ajoutons également et
qui correspondent aux deux derniéres contraintes couvertespeitden, & savoirs etcs. Cet arbre est
clairement construit de maniére gloutonne et une perspective intéegsisente serait de ré-ordonner
de temps en temps cet arbre, voir méme subsumer certaines branchesquitignt. A noter également
gu’aucun test n'est nécessaire pour savoir si un pattern est ég@rprou non : les doublons de patterns
dans l'arbre sont impossibles, car lorsqu’on trouve un MUC déja ptése n’insére pas le pattern
correspondant.

Comme nous le disions précédemment, ces patterns vont permettre de vénfaidfaisabilité de
fronts en vérifiant I'inclusion de ces patterns dans ces fronts. Nawslahs ['utilisation de ces patterns
dans le paragraphe suivant.

Exploitation des patterns existants

Lorsqu’un front est extrait de la pile, au lieu de chercher directema¥daudre le CN correspondant
et extraire un MUC dans le cas ou il est insatisfaisable, on va vérifier alapremier temps si ce front
ne correspond pas a un pattern de MUC déja extrait et qui est doegistné dans I'arbre des patterns.
L'arbre des patterns est parcouru par I'algorithme existsPattern@yiiighe 36.

Algorithm 36: existsPattern(: node,f : front) : boolean

1 if nis aleafthen
2 Record the constraints found from the Root in the pattern ;
3 | return true

¢ « constraint corresponding to the node
an edge(c — s) fromn exists andf|c] = s then
Letn’ the arrival node of this edge ;
if existsPattern{/, f) then
| return true

0 N o g b
=

©
=

an edge) fromn existsthen

10 Let »’ the arrival node of this edge ;
11 if existsPattern{’, /) then

12 | return true

13 return false;

Depuis la racine, a chaque nceud de I'arbre associé a une contrgitisdgorithme sélectionne
l'arétec; — s; qui correspond a la stratg sélectionnée dans le front pour la contraigtet la suit. De
plus, l'algorithme suit également I'aréfepartant de la contrainte si elle existe, car potentiellement
méme si la contrainte; n'est pas couverte par le pattern en cours d’exploration, la suite doyrarde
cette branche peut amener a trouver un autre pattern. Lorsqu’ufie &t atteinte, cela signifie qu’un
pattern a été trouvé. En effet, un pattern déja enregistré est inclus ddrentisi et seulement si un

163



Chapitre 4. Résolution WCSP par I'extraction de noyaux insatisfaisables mniim

chemin est trouvé dans I'arbre depuis la racine jusqu’a une des fe@bbesidérons a présent un petit
exemple de recherche de pattern illustré dans la figure 4.18.

Ch Cl Cy C3 €4 C5 Cg C7 Cg

of1loli]olo|1]o]o] fontcourant

Contient un MUC déja rencontré
> CN insatisfaisable !

<c1—1,e3 —>0,c5 — 0>

FIG. 4.18 — Recherche d'un pattern inclus dans le front courant.

Dans la figure 4.18, on cherche si un pattern déja enregistré dansel@stasclus dans le front
courant< 0,1,0,1,0,0,1,0,0 >. Le premier nceud analysé (racine) correspond a la contreirgé
c'est l'arétec; — 1 qui est sélectionnée car dans le front courant, c’est la strate d'iddipé est
associée a la contraintg. A noter qu'il N’y a pas d’arét@ sortant du nceud, . Le second nceud analysé
correspond a la contraintg : les arétes, — 0 (car dans le front courant, c’est bien la strate d’indice
0 qui est associée a la contraintg et () sont sélectionnées et suivies. Lors du branchement sur I'aréte
c4 — 0, nous arrivons ensuite sur le nceud correspondant a la conzgini@e seule aréte émane de ce
nceud, a savoirs — 0. Cette aréte est donc suivie (dans le front courant, c’est bien la dtiadéce O
gui est associée a la contraintg et comme elle méne a une feuille, alors nous avons trouvé un pattern
(complet) qui est inclus dans le front. En d’autres termes, sans avoiésdadre, nous savons que le CN
correspondant au front courant est insatisfaisable : en effentiead un MUC constitué des contraintes
c1, ¢4 €tcg associées respectivement aux strat@set0 et qui a déja été extrait depuis un front précédent.

Il est utile de préciser que si cela avait été— 1 dans le front au lieu deg — 0, alors un retour en
arriere avant le choix, — 0 aurait été effectué, correspondant en fait au branchemefitaspartir du
noeudey, suivi decs — 0 ou la recherche se serait arrétée.

A noter que dés qu’on a trouvé un pattern qui est inclus dans le framaog on peut s’arréter la.
Nous savons alors qu'il y a déja au moins un MUC présent dans le CNiasanfront courant et que
guoi qu'il arrive, il sera insatisfaisable. Dés lors que ce pattern a étéédrdans la base, nous allons
I'utiliser.

Les voisins de ce front vont étre créés par rapport aux contraintgel#es dans ce pattern, c’est
a dire qu’un voisin de ce front va étre généré pour chaque contraintel@&hant son colt autorisé.
La figure 4.19 illustre le fonctionnement. Nous savons donc que le froit1,0,1,0,0,1,0,0 > est
insatisfaisable car le pattera ¢; — 1,¢4 — 0,¢cs — 0 > est inclus. De plus, nous considérons dans
notre exemple que chacune des contraintes admet deux strates d’ihdideghinsi, un premier voisin
du front va étre généré en incrémentant la strate autorisée pour laistsntra(nous ne pouvons pas
relacher la contrainte; car c’est déja la derniére strate, a savoir d’indicajui est sélectionnée au
niveau du front). Un deuxieme front est obtenu de la méme facon emeaglfia contraintes.
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Co € Cy C3 €4 C5 Co C7 CB

front
insatisfaisable

pattern <c¢; — 1,¢4 — 0,c5 — 0>

1 0
+1 | +1
Ch C1 Co2 C3 (4 Cy Cg C7 C3 Cop CL Cy C3 C4 C5 Cg C7p (g
0[1{0|1]1]0|1 |0 |0 | MNouveau 0f1]0|1|0]0 |1 |0 |1| nNouveau
front front

FIG. 4.19 — Exploitation d’un pattern inclus dans le front courant.

Détection d'insatisfaisabilités triviales : les cliques

Un autre constat que nous avons fait, au dela se s’apercevoir quedlpade MUC étaient extraits
plusieurs fois, c’est qu'un grand nombre des MUC extraits étaientvemagnt petits et assez souvent
de taille 3. Aprés avoir analysé plus en détail ces MUC, nous nous sommes apeieues MUC de
taille 3 correspondaient généralement a 8ediquesde contraintes. Un&— clique de contraintes est un
ensemble de 3 contraintes qui sont liées deux a deux par (au moins)riaidevaommune. Un exemple
de3 — clique, constituée des contraintes,, w,. etw,., estillustrée en haut a gauche de la figure 4.20.

clique

clique
77777 w.’l:y wyz Wy

strate 1| (¢,a) | (b, c) | (a,b)

_strate 0 (a,0) [ (a,¢) | (a;¢) o insertion
contraintes du réseau

U <ecp — 1,4 —0,c6 — 1>

pattern <c¢; — 1,¢4 — 0,¢6 — 1 >

FiG. 4.20 — Création et enregistrement d’un pattern correspondant digne.c

Sil'on s’attarde sur les différentes strates de ces trois contraintegubis’apercevoir (en grisé) que
si les strateg, 0 et1 sont sélectionnées dans un front pour les contrainigsw,. etw,., alors le CN
correspondant sera forcément insatisfaisable du fait de I'incompatibdéé/aleurs pour la variable
En pré-traitement, I'idée est donc de déterminer toutes les cliques de taillee3testdr la cohérence
de chemin [Mackworth, 1977] pour toutes les combinaisons possiblesalessfrour ces contraintes.
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Pour chague combinaison de strates insatisfaisable trouvée, nousgsaneouveau pattern dans notre
arbre de patterns de noyaux insatisfaisables comme illustré dans la paitiéeddrda figure 4.20. Les
contraintes du pattern correspondent aux contraintes de la clique gtlkes sorrespondent aux strates
des combinaisons insatisfaisables. Le patterey, — 1,¢c4 — 0,¢c6 — 1 > (c1, ¢4 €tcg correspondant
respectivement a,,, w,. et w,.) est alors ajouté dans l'arbre qui est ainsi alimenté avant de com-
mencer a parcourir les différents fronts. De plus, ces patterns étatitement petits (composés de 3
contraintes), il est intéressant de voir qu'ils seront plus généralisie$eg autres patterns et donc po-
tentiellement inclus dans plus de fronts, et ainsi vérifier leur inclusion @agarapide vu leur petite
taille.

Malheureusement, nous avons pu voir en pratique qu’éviter les MUC de3tai#germettaient pas
d’améliorer nos résultats. Bien évidemment, nous avons constaté queedgergrfronts représentant
des CN satisfaisables étaient obtenus plus rapidement, du fait que tous@dWd a des cliques insatis-
faisables n’avaient plus a étre calculés. Cependant, c’est simplememnttips de recherche au sein des
fronts qui s’est avéré étre modifié : au lieu de rencontrer les MUC lesdiffisles a calculer relative-
ment tard, comme c’est le cas avec les approches proposées daisites ggécédentes, ils sont traités
plus t6t. Au dela de cette idée, nous avons décidé de réfléchir plus enddétailcauses d'insatisfaisabi-
lité facilement décelables et pas trop colteuses pour éviter d’avoir derales noyaux insatisfaisables.
Nous avons ensuite tenté de généraliser cette détection d’insatisfaisalpliié s cliques. Une autre
idée que nous avons tenté a été de vérifier, avant de traiter chaquéduoant le processus et non
plus durant le pré-traitement), que chaque variable posséde au moinalenesupportée dans chaque
contrainte, c’est a dire qu'il existe un tuple support pour cette valens @astrate sélectionnée dans un
front pour cette contrainte. Il s’agit d’une sorte d'une cohéreré@nlisée pour les valeurs. En effet,
si une variable ne posséde pas une valeur support, alors on saiigjge’d arrive le front ne sera pas
satisfaisable. La figure 4.21 illustre un exemple de détection d'insatisfaisabilitéront a partir des
valeurs des domaines des variables. On constate par exemple que pont & fectionnant respective-
ment les strates d’indick, 0 et1 (grisées) pour les contraintes.,, w,. etw,, la variablez ne possede
pas une méme valeur supportée par toutes les contraintes (en I'oceurrgnet w,.) : la valeur(z, c)
est la seule valeur supportée par la contrainje (par le tuple(a, c)) mais elle n’est pas supportée
par la contraintev,.. dans laquelle seule la vale(r, b) est supportée (par le tuple, b)). Si un front
s’avére insatisfaisable, on ne le traite pas : on génére directementisies yar rapport a l'intégralité
des contraintes du réseau.

Wyy Wy Wy
strate 1 | (¢,a) | (b,c) | (a,b)

strate 0 | (a,b) | (a,c) | (a,c)

contraintes du réseau

FiG. 4.21 — Création et enregistrement d’'un pattern correspondant digne.c

Cette cohérence est relativement facile et peu colteuse a vérifierumealbement le cas n’est pas
souvent vérifié dans les instances utilisées pour nos tests. Ceci siexplgez facilement. Dans les
instances testées, les strates de colt minimal pour chacune des cont@irgegondent a la strate du
co(t par défaut. Autrement dit, ces strates contiennent un trés gramor@ale tuples et de ce fait un
support est quasiment toujours trouvé pour chaque valeur. Pouivégsebs idées que nous avons ten-
tées, malheureusement les résultats n'ont pas été bons. Cependamensons réellement qu'il serait
intéressant de déterminer des causes d’insatisfaisabilité basiques das&ionts pour éviter d’avoir a
calculer des noyaux insatisfaisables minimaux.
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4.7. Deuxiéme approche

L'algorithme completeSearch2(), Algorithme 37, reprend donc le prinagdeade de recherche DFS
de I'algorithme completeSearchDFS(), Algorithme 35, auquel on a rajout€teerche des noyaux déja
rencontrés (a la lign@) et I'ajout des noyaux jamais rencontrés (a la ligag

Algorithm 37: completeSearch®( : WCN) : sol

1 foreachw € congW) do

2 | flw] <0

© 00 N o o b~ W

N i s =
A W N B O

15
16
17
18
19
20
21
22
23
24
25
26
27
28

29

30

S —{f};

while not S.empty()do

f = S.pop() ;
if cos(f) # k then

P «— Search pattern already recorded in the patterns Tree and inclugied in
if P 1 then

foreachw € cong P) do
if flw] # w.layers.length — 1 then
fr=1r
flw] — fllw] +1;
if cos(f’) # k then
| S.push(f);

else

P —toCN_(W, f);

sol < solveCNP) ;

if sol # 1 then

solOptim «— sol ;

k «— cos(f);

else

M «— extractMUGQP) ;

foreachw € con§W, M) do

if flw] # w.layers.length — 1 then
=1,
fw] — fllw] +1;
if cos{(f’) # k then

| S.push(f);

| Insert pattern obtained frod/ in the patterns Tree ;

return solOptim ;

4.7.5 Reésultats expérimentaux

Les expérimentations ont été réalisées dans les mémes conditions matérielles exeérimen-
tations précédentes. La aussi, le temps limite alloué a été 1ix® decondes. Nous avons choisi tout
d’abord de comparer notre approche, notée CMR (CMR pour Completé RitJaxation) aux approches
maintenant EDAC et proposées pabisCon et Toul Bar2 (version 0.9.4.0). Le tableau 4.22(a) repré-
sente les résultats obtenus pour la série d’instasje@$. Le temps CPU pour résoudre chaque instance
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AbsCon ToulBar2 AbsCon ToulBar2
Instances CMR EDAC EDAC Instances CMR RDS

spot5-42 CPU > 600 > 600 > 600 spot5-42 CPU > 600 1.3
UB 170,050 161,050 161,050 UB 170,050 155,050

spot5-404 CPU > 600 > 600 217 spotb-404 CPU > 600 0.5
uB 116 114 114 uB 116 114

spot5-408 CPU > 600 > 600 > 600 spot5-408 CPU > 600 6.7
uUB 6,234 8,238 6,240 uB 6,234 6,228

spot5-412 CPU > 600 > 600 > 600 spot5-412 CPU > 600 15.5
UB 33,402 43,390 37,399 uB 33,402 32,381

spotb-414 CPU > 600 > 600 > 600 spotb-414 CPU > 600 41.3
UB 39,499 56,492 52,492 uUB 39,499 38,478

spot5-503 CPU > 600 > 600 > 600 spot5-503 CPU > 600 0.9
uUB 12,125 13,119 12,117 UB 12,125 11,113

spot5-505 CPU > 600 > 600 > 600 spot5-505 CPU > 600 6.7
UB 22,265 28,258 25,268 uB 22,265 21,253

spot5-507 CPU > 600 > 600 > 600 spot5-507 CPU > 600 31.9
UB 30,418 37,429 37,420 uB 30,418 27,390

spot5-509 CPU > 600 > 600 > 600 spot5-509 CPU > 600 55.7
UB 36,469 48,475 46,477 uB 36,469 36,446

spot5-1401 CPU > 600 > 600 > 600 spot5-1401 CPU > 600 > 600
UB 487,113 513,097 516,095 UB 487,113 —

spot5-1403 CPU > 600 > 600 > 600 spotH-1403 CPU > 600 > 600
UB 488,270 517,260 507,265 UB 488,270 —

spot5-1407 CPU > 600 > 600 > 600 spot5-1407 CPU > 600 > 600
UB 490,628 517,623 507,633 UB 490,628 —

spot5-1504 CPU > 600 > 600 > 600 spot5-1504 CPU > 600 > 600
UB 180,323 204,314 198,318 UB 180,323 —

spot5-1506 CPU > 600 > 600 > 600 spot5-1506 CPU > 600 > 600
UB 389,573 426,551 399,568 UB 389,573 —

spot5-5 CPU > 600 > 600 > 600 spotb-5 CPU > 600 37.4
uB 279 286 279 uB 279 261

spot5-28 CPU > 600 > 600 > 600 spot5-28 CPU > 600 > 600
UB 273,105 284,105 282,105 UB 273,105 —

spot5-1405 CPU > 600 > 600 > 600 spot5-1405 CPU > 600 > 600
UB 498,450 517,450 507,457 UB 498,450 —

(a) instancespotb (b) instancespotb

FiG. 4.22 — Temps CPU en secondes et borne trouvée avant le temps limite.

est donné ainsi que la borne (UB) obtenue dans le temps imparti. Nousrgodenc voir que notre ap-
proche retourne pour la grande majorité des instances de meilleures hameelles retournées par les
approches standard completes maintenant EDAC. Les bornes obtentiesoins bonnes pour les ins-
tances relativement petitegppt5-42, spot5-404, spot5-503), c’est & dire possédant peu de contraintes
(< 1400). Malheureusement, concernant les autres familles de probjenigs-ce et notammentelar,
pour laguelle nous pouvons observer les résultats dans la figure 42®rtees retournées par notre ap-
proche sont moins bonnes. Une question que I'on peut se poseegtippnotre méthode semble plutdt
bien fonctionner pour les instancgsot5. Il s’agit de problémes réels trés structurés : facilement décom-
posables en noyaux insatisfaisables dont les résolutions indépengamettent d’atteindre rapidement
des solutions. Si on considére par exemple l'instane#5-507 dont le graphe primaire de contraintes
est illustré dans la figure 4.24, on y distingue clairement des sous-regeasemblent se détacher les
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4.7. Deuxiéme approche

AbsCon ToulBar2
Instances CMR EDAC EDAC

graph-05 CPU > 600 > 600 0.62
uUB — 4,645 221

scen-06 CPU > 600 > 600 485.4
uUB — 12,013 3,389

scen-06-16  CPU > 600 > 600 237.7
uB — 11,286 3,277

scen-06-18 CPU > 600 > 600 102.4
UB 148,686 8,723 3,263

scen-06-20 CPU > 600 > 600 67.9
UB - 8,504 3,163

scen-06-30 CPU > 600 177.7 1.10
UB ~ 2,080 2,080

scen-07 CPU > 600 > 600 > 600
uB — 31,230K 505,731

scen-07_10K CPU > 600 > 600 > 600
uUB — 17,000K 1,500K

celar6b-sub2 CPU > 600 > 600 4.74
uUB — 2,746 2,746

celar6-sub3  CPU > 600 > 600 15.7
uUB 44,118 3,279 3,079

celar6-sub4 CPU > 600 > 600 28.7
uUB 49,164 5,178 3,230

celar7-sub2 CPU > 600 > 600 17.8
uB — 252,436 173,252

celar7-sub3  CPU > 600 > 600 93.4
UB —  1,342K 203,460

celar7-sub4d  CPU > 600 > 600 221
uB — 302,541 242,443

FiG. 4.23 — Temps CPU en secondes et borne trouvée avant le temps limite @ssizlac).
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FIG. 4.24 — Graphe primaire de contraintes du réseau de contraintes asiosi@@acespot5-507.
170



4.8. Comparaison avec la résolution des WCSP par relaxations sucegssiv

uns des autres et qui sont constitués de variables fortement cormentée elles. Bien évidemment,
d’une part cela nous intéresse particulierement car I'extraction deuragaatisfaisables relativement
indépendants (et donc traitables de maniere relativement indépendants [ rapport aux autres par
nos relaxations) est envisageable. D'autre part, on imagine trés bisrceaontexte I'exploitation pos-
sible de la décomposition arborescente de maniere efficace comme décsita siaction 2.4.2. De plus,
les contraintes dans les instanegst5 ne se composent que de deux strates, contrairement aux instances
celar qui peuvent en contenir beaucoup plosi0). Comme nous I'avons vu, notre approche consiste a
satisfaire les noyaux insatisfaisables rencontrés en relachant desmies, c'est a dire en autorisant les
tuples de la strate suivante. On imagine naturellement que la satisfactionrizyees peut étre plus ra-
pide a atteindre dans le cas ou les contraintes sont découpées en pratedeSous avons voulu ensuite
comparer, toujours sur la série d’'instanegst5, notre approche CMR a la méthode RDS (pBussian

Doll Search proposée dans [Verfailliet al., 1996] qui s’avére étre efficace pour cette série d’instances.
Inspirée de la décomposition arborescente présentée dans la sectigeitd. néthode consiste a ré-
soudre un WCN initial en le décomposantresous-réseaux "imbriqués" a résoudtesfant le nombre

de variables dans le WCN initial). A partir d’'un ordre établi sur les variaptes toute la résolution, le
premier sous-réseau est composeé d’'une unique variable (la dergiénd’srdre) : plus formellement,

le i*™Mesous-WCN est composé ade— i + 1 variables (les: — i + 1 derniéres). Ainsi, les sous-réseaux
sont considérés par nombre de variables croissant et le dernierésmasl correspond au WCN initial
complet. Une recherche de type séparation et évaluation en profatiedbard (DFBB) est effectuée sur
chacun de ces sous-problémes pour déterminer I'instanciation (partiefiepdables optimale dans ce
sous-réseau. Les instanciations optimales (et leurs co(ts) de seasx&®nt ensuite exploitées pour
améliorer les recherches sur les sous-réseaux suivants. lls petftienne borne inférieure de meilleure
gualité au niveau local (pour un sous réseau en particulier) et aaunglebal (pour le réseau complet).
Les résultats peuvent étre observés dans le tableau 4.22(b). Lovequéthode n’a pas trouvé de borne
dans le temps imparti, le symbole "-" est indiqué dans la colonne corresgenians pouvons voir que

la méthode RDS parvient a trouver I'optimum p&0f4 des instances de la sékigot5 et dans un temps
bien plus que faible que le temps imparti, de ce fait elle surclasse clairememoldye CMR. Cepen-
dant, nous pouvons constater que pourlEs d’'instances restantes (qui correspondent notamment aux
instances depot5 les plus grandes d’un point du vue du nombre de contraintes), elle viemgpas a
trouver une borne globale au probléme dans le temps imparti contrairemappéokhe CMR.

4.8 Comparaison avec la résolution des WCSP par relaxations successives

Comme nous le disions en début de chapitre, parmi les approches de &étattdvisant a ré-
pondre a notre problématique figure une solution proposée simultanénmintretniére indépendante
par [Delisle et Bacchus, 2013]. Le principe de cette méthode est rataivteproche de notre contri-
bution, dans le sens ou elle se base sur la résolution d'un WCN a partisaatiéns successives de
CN. Nous proposons alors dans ce paragraphe un petit comparatiheire approche. La figure 4.25
illustre le fonctionnement de la méthode proposée par [Delisle et Bacdhl®] & permet de mettre en
évidence les différences majeures (indiquées par des croix dansrks) figrec notre méthode.

Ainsi donc, le WCN a résoudre va étre transformé en une successioN deprésentés par des-
laxations(équivalentes a ndsonts) qui vont pour chaque contrainte souple du WCN indiquer les tuples
autorisés et les tuples interdits au travers de leurs co(ts (équivalensssératesautorisées ou inter-
dites). Le poids d’'une relaxation correspond a la somme des différeialts gelectionnés pour chaque
contrainte dans cette relaxation. Dés le début du processus, on pstateo une premiére différence
majeure avec notre approche : les auteurs de [Delisle et Bacchu$,&fligjuent la cohérence d'arc
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WCN Utilisation de VAC en pré-traitement
X
génération relaxation optimale
WCN

relaxation (CN)

v
SAT UNSAT

)

sol relaxation optimale extraction (nouveau) noyau

X =
sol optimale WCN

FIG. 4.25 — Principe général de la résolution de WCSP par des relaxatiaressives.

virtuelle VAC (section 2.3.3) sur le WCN d’origine. Nous pouvons alorsspegue cette action permet
de filtrer les domaines des variables et supprimer des relaxations avantlenééfeit du traitement, ce
gui n’est pas prévu dans notre approche. Une deuxiéme difféneajerire avec notre approche apparait
ensuite. Alors que dans notre approche le CN correspondant amiestaésolu par un solveur CSP clas-
sique, le CN correspondant a une relaxation va étre résolu par le spleapprentissage de clauges
MINICSP. Une variable dite "blogquante" est ainsi créée pour chaesncd(ts distincts de toutes les
contraintes souples, et pour chacune des clauses associées asstuples dans MINICSP est ajou-
tée la variable correspondante selon son codt. Les variables ditesdhteglisont utilisées comme des
hypothéses dans MINICSP. Si le CN est insatisfaisable, alors un rioyatisfaisable (pas forcément
minimal) sous la forme d'un sous-ensemble des hypothéses responsalfiesatisfaisabilité est re-
tourné et il est ajouté a I'ensemble des noyaux déja rencontrés depuéibledl processus. Il s’agit
ensuite de trouver une nouvelle relaxation optimale (dont le co(t, c’esedaddfomme des poids des
contraintes sélectionnées, est minimal) qui satisfait tous les noyaux tefepnécédemment. Trouver
cette relaxation optimale consiste a résoudre un probléme de programmatiomleres entiers mixtes
(MIP pour Mixed Integer Programming), dans lequel les variables blugsaitées précédemment cor-
respondent a des variables binair@s( 1), et dont I'objectif est de minimiser le colt de cette relaxation
tout en respectant les contraintes suivantes : les variables bloquanisi&s pour chaque contrainte
doivent étre de colt minimal et chague noyau extrait précédemmemtt dipgrocessus doit étre satisfait
par cette relaxation optimale. Ce probléme est alors résolu par CPLEX.iff#rerce majeure apparait
égalementici : dans notre approche la plus efficace, a savoir celle vaséne recherche en profondeur
d'abord (DFS), nous extrayons a chaque fois le front en haut déelahors ici il y a un travail plus
profond en terme de recherche de 'optimalité qui est réalisé au travéageieherche d’'une relaxation
optimale satisfaisant tous les noyaux insatisfaisables rencontrés. lesspugcs’arréte des qu’une relaxa-
tion optimale trouvée est satisfaisable : une solution de cette premiére relasattsfaisable correspond
a une solution optimale du WCSP considéré. C'est une autre différencermajeec notre approche
dans laquelle il nous faut vider la pile et considérer tous les fronts msurer la complétude et ne pas

Dans le cadr&AT, une clause est une proposition disjonctive de littéraux
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4.8. Comparaison avec la résolution des WCSP par relaxations sucegssiv

simplement considérer le premier front satisfaisable trouvé. Enfin, unéde proposition d’'améliora-
tion a été proposée dans cette approche pour diminuer I'effort colteuregrésente la recherche d’'une
relaxation optimale satisfaisant I'ensemble des noyaux déja extraits. il srafait de faire en sorte que
le nombre de variables bloquantes retourné par MINICSP soit rédu#git 8'une derniére différence, a
savoir que ici qu’il ne s’agit pas de noyaux insatisfaisables minimaux (eretede nombre de variables
ou de contraintes) qui sont cherchés contrairement a nous.

Les expérimentations dans [Delisle et Bacchus, 2013] ont été effscsuédes séries de problémes
linkage(pedigreé etspots Concernant les bornes obtenues pour les instdimé@g)e notre approche est
clairement dépassée dans le sens ou elle ne trouve jamais la borne optinsad@altapproche proposée
par [Delisle et Bacchus, 2013] parvient pour la grande majorité de stmires a trouver la borne opti-
male dans un temps bien plus faible que 6@$secondes de temps imparti. Malheureusement, il est dif-
ficile de comparer nos résultats expérimentaux et ceux obtenus paokigdDelisle et Bacchus, 2013]
pour la sériespot5 Il y est montré que I'optimum a été trouvé dans un temps inférigi0&secondes
pour uniguemens instances. Cependant, il s'agit d’'instances relativement petites, ep@asement
avec un nombre de contraintes infériel380. Pour les autres instances, il est juste indiqué que I'opti-
mum n’a pas éteé trouvé. Sachant que notre approche se révéle vreffficate pour les instances pré-
sentant un grand nombre de contraintes, les quelques résultats prdpaosgDelisle et Bacchus, 2013]
ne sont pas suffisants pour se faire une idée de comparaison.itléérmtéressant de tester le solveur
proposé par [Delisle et Bacchus, 2013] depuis la méme plateforme quetiale pour nos tests, mal-
heureusement les auteurs nous ont précisé que celui-ci n'estipalea@ I'’heure actuelle et donc irré-
cupérable pour tests de comparaison. Pour finir, il est intéressantetegque [Delisle et Bacchus, 2013]
n'a pas obtenu non plus de bons résultats pour les séries d'insteglaesomparés a I'approche pro-
posée pall'oul Bar2 pour les mémes raisons que celles gue nous avons avanceées, a sgyoitdton
de techniques spécifiques panvulBar2. On peut donc vraiment se demander si ces approches (notre
approche et celle de [Delisle et Bacchus, 2013]) qui sont sensibtdrasées sur le méme principe, a sa-
voir la résolution d’'un WCSP par la résolution successive de CSP obagrarsir de ce WCSP, s’avérent
adaptées a ce type de probléme.
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Conclusion générale

Dans le cadre de cette thése, nous nous sommes intéressés a l'intégrédicmégies CSP pour la
résolution d’instances WCSP. Comme nous I'avons rappelé dans ce mamgsgombreuses approches
ont été proposées pour traiter ce probleme d’optimisation. Les méthoddadesffiraces utilisent des
cohérences locales souples sophistiquées, établies par transfeoistdguc permettent d’accélérer la
résolution en réduisant I'espace de recherche via la suppressiaialgsvet le calcul de bornes infé-
rieures utiles en pratique. Cependant, I'utilisation de ces méthodes posetlénpe lorsque l'arité des
contraintes augmente de maniére significative. Conscients de 'efficasit€d®miques du cadre CSP,
nous avons proposé deux approches basées sur ces techniqueaspadre le probléeme WCSP. Nos
résultats expérimentaux montrent gue notre premiére approche est corapdttt I'état de I'art, tandis
gue la deuxiéme représente une approche alternative aux méthodssldeéa@ habituelles du probléme
WCSP.

L'algorithme de filtrage pour les contraintes tables souples de gratie arité permet d'établir la co-
hérence d’arc souple généralisée GAQr des contraintes tables souples de grande arité. Les opérations
de transferts de colts permettant d’établir cette cohérence nécessitmmirmhitre pour chaque valeur

le colt minimal des tuples contenant cette valeur dans chaque contraieteufschéma de filtrage
classique, cela nécessite de parcourir tous les tuples valides et leurenopsalbbEtre exponentiel en fonc-
tion de l'arité de la contrainte. Pour pallier cette difficulté, nous combinongllactén tabulaire simple
STRissue du cadre CSP et le principe du transfert de colts. A chtapeeddune recherche, les tuples
explicites de la table sont parcourus et les tuples reconnus invalidesuggoritmés, ce qui permet alors
d’identifier les valeurs qui ne sont plus GACohérentes. Bien s(r, lors de ce parcours de tuples, les
co(ts minimaux trouvés dans les tuples explicites sont enregistrés. Ensugegvons proposé une me-
thode polynomiale pour déterminer les colits minimaux parmi les tuples implicitesades les tuples

gui ne sont pas présents dans la table et qui sont représentés qaituar défaut. Cette méthode est
spécifique selon la valeur du colt par défaut : égal égal au colt interdik ou intermédiaire, c’est a
dire entre) etk exclus. Une fois les colts minimaux calculés pour chaque valeur, ils spioités pour
réaliser les transferts de colts. A noter que cette technique pour caésubmits minimaux associées
aux valeurs a également été exploitée dans I'approche PFC-MPRDAC.

La résolution WCSP par I'extraction de noyaux insatisfaisables minimax est une approche al-
ternative aux approches de résolution les plus efficaces proposgetegrobleme WCSP. Cette ap-
proche est basée uniquement sur des résolutions successivéand@sCSP obtenues depuis une ins-
tance WCSP d’origine. Aucune des techniques proposées danséaa&$BP (transferts de codts) n'est
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utilisée ici. A partir d’'une instance CSP obtenue en durcissant au maximumatices WCSP d’origine,
une résolution est effectuée. Sil'instance CSP est insatisfaisablsjgeil#e que des contraintes doivent
étre relachées. Pour déterminer ces contraintes, un noyau insatisfaisaimnal est extrait de I'instance
CSP et englobe les contraintes a relacher. Dés qu’une instance GSfsdatsable, la somme des colts
des relachements de contraintes a l'origine de cette instance CSP répadeesle colt d’'une solution
pour I'instance WCSP a résoudre. Selon I'approche considéréegia ismompléte ou compléte, ce colt
correspond soit a une borne supérieure du colt d’'une solution optisedlau colt d'une solution opti-
male.

Perspectives de travaux futurs Dans le chapitre 3, nous avons proposé un algorithme permettant
d’établir la cohérence GACsur des contraintes tables souples de grande arité. Une perspedcite dir
pourrait étre de s’intéresser a établir d’autres cohérences localpkespcomme par exemple FDAC
dans un premier temps. Basée également sur les opérations de tramséedissil nous pourrions voir si,
grace au calcul de maniére efficace de colts minimaux rendu possibletmaalyorithme, cette cohé-
rence locale souple ne peut pas étre établie plus efficacement surtiesrnten tables souples de grande
arité. Dans le chapitre 4, I'un des inconvénients de notre approche dengstele nombre de fronts
traités qui nécessitent chacun, potentiellement, une résolution et I'exiradtin noyau insatisfaisable.
L'enregistrement de patterns de noyaux insatisfaisables déja rercantettes permis d’améliorer nos
résultats, mais cela n'est pas suffisant. Une perspective intéresseaitale continuer a réfléchir a des
propriétés sur les fronts, comme par exemple des relations de dominaoceléoeler & moindre codt
les fronts a ne pas considérer et ainsi réduire encore les effotts legs de I'exploration des fronts.
Enfin, de maniére générale, une perspective a ces deux travaurresilb de continuer a explorer les
techniques du cadre CSP et déterminer celles qui peuvent étre adalaté&solution d’instances WCSP.
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Résumé

Cette thése se situe dans le contexte de la programmation par contraintdd (€ pyécisément, nous
nous sommes intéressés au probléme de satisfaction de contraintes pedéCSP). De nombreuses
approches ont été proposées pour traiter ce probléme d’'optimisatiomdikedes les plus efficaces uti-
lisent des cohérences locales souples sophistiquées comme par exerpézdace d’arc directionnelle
compléte FDAC, la cohérence d’arc directionnelle existentielle EDAELc. Etablies grace a des opé-
rations de transferts de codt préservant I'équivalence des reédegilisation de ces cohérences permet
généralement d’'accélérer la résolution en réduisant I'espace derchehvia la suppression de valeurs
et le calcul de bornes inférieures utiles en pratique. Cependant, I'utiisddaces méthodes pose un
probléme lorsque Il'arité des contraintes augmente de maniére significaéffecacité des techniques
du cadre du probléme de satisfaction de contraintes (CSP) étant an@ré@ensons que l'intégration de
techniques CSP peut étre trés utile a la résolution d’'instances WCSP. &tmthése, nous proposons
tout d’abord un algorithme de filtrage établissant la cohérence d’'aplesgénéralisée GACsur des
contraintes tables souples de grande arité. Cette approche combine igueadt réduction tabulaire
simple (STR), issue du cadre CSP, et le principe de transfert de caitte &pproche qui est polyno-
miale calcule efficacement pour chaque valeur les colits minimaux dans lesauplieites et implicites
des contraintes tables souples. Ces colits minimaux sont ensuite utilisésanstgrer les colts afin
d’établir GAC*. Dans un second temps, hous proposons une approche alternativeétnodes de ré-
solution habituelles du probléme WCSP. Elle consiste a résoudre une ing¥@®e en résolvant une
séquence d’instances CSP classiques obtenues depuis cette insta®ReAV@rtir d’'une instance CSP
dans laquelle toutes les contraintes de I'instance WCSP d’origine somslatcmaximum, les instances
CSP suivantes correspondent a un relachement progressif daictagrde I'instance WCSP détermi-
nées par I'extraction de noyaux insatisfaisables minimaux (MUC) depuigédeaux insatisfaisables de
la séquence. Nos résultats expérimentaux montrent que notre premiéoehappst compétitive avec
I'état de I'art, tandis que la deuxiéme représente une approche alteraativméthodes de résolution
habituelles d’instances WCSP.

Mots-clés:intelligence artificielle, programmation par contraintes, probléme de satisfaetioontraintes
pondérées, probléme de satisfaction de contraintes, réduction taburgite, noyau insatisfaisable mi-
nimal

Abstract

This thesis is in the context of constraint programming (CP). Specificallareenterested in
the Weighted Constraint Satisfaction Problem (WCSP). Many approaelveseen proposed to handle
this optimization problem. The most effective methods use sophisticated salfftcloesistencies such
as, for example, full directional arc consistency FDAExistential directional arc consistency EDAC
etc. Established by equivalence preserving transformations (costdrasperations), the use of these
consistencies generally allows both to accelerate the resolution by redbeisgarch space through the
elimination of values and to compute lower bounds useful in practice. Hoytbese methods reach their
limits when the arity of constraints increases significantly. The techniqgueg @dhstraint Satisfaction
Problem framework (CSP) having proved efficienty, we believe that tiegiation of CSP techniques
can be very useful for solving WCSP instances. In this thesis, we fiogioge a filtering algorithm to
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enforce a soft version of generalized arc consistency (GA8 soft table constraints of large arity. This
approach combines the techniques of simple tabular reduction (STR)tHeo@SP framework, with the
techniques of cost transfer. Our approach, proved polynomialjegftig calculates for each value the
minimum cost of the explicit and implicit tuples from soft table constraints. The mimimosts are then
used to transfer costs to establish GAM a second step, we propose an alternative approach to the usual
techniques to solve WCSP. The principle is to solve a WCSP instance by salsemuence of classical
CSP instances obtained from this WCSP instance. From a CSP instancaiognal the constraints
hardened to the maximum from the WCSP instance, the next CSP instane@spoad to a progressive
relaxation of constraints defined by extraction of minimal unsatisfiable ¢bte€) from unsatisfiable
networks of the sequence. Our experimental results show that owagpsbach is competitive with the
state-of-the-art, whereas the second one represents an alterpativach to the usual methods to solve
WCSP instances.

Keywords: artificial intelligence, constraint programming, weighted constraint satisfaproblem,
constraint satisfaction problem, simple tabular reduction, minimal unsatisfiatge c
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