
Représentation de 
ontraintes qualitatives pour letemps et l'espa
e en SATGDR-I3Jean-François Condotta Dominique D'AlmeidaCRIL-CNRS - Université d'Artois - Lens1 juillet 2007



SommaireFormalismes qualitatifsTradu
tion en SATPropriétésComparaisonCon
lusion et perspe
tives



Dé�nitionUn formalisme qualitatif pour le temps ou l'espa
e est dé�ni sur :
◮ un ensemble �ni B de relations de base,
◮ un domaine D.Les relations de base sont 
omplètes et deux à deux disjointes : tout
ouple d'éléments de D appartient à exa
tement une relation de B.Nous dénoterons par A l'ensemble des parties de B : 2B. L'ensembler ∈ A est appelé relation.Pour r ∈ A, deux éléments x , y ∈ D satisfont r , noté x r y , ssi ilexiste une relation de base a ∈ r telle que (x , y) ∈ a.



Dé�nition
L'ensemble A est muni de l'opération unaire inverse (−1), et desopérations binaires d'interse
tion (∩), d'union (∪) et de
omposition (◦).La 
omposition r ◦ s de r , s ∈ A est la relation t =

⋃a∈r ,b∈s{a ◦ b}.Intuitivement, a ◦ b est l'ensemble de toutes les relations de basepossibles entre x ∈ D et y ∈ D lorsqu'il existe z ∈ D ave
 (x , z) ∈ aet (z , y) ∈ b.



ExempleFormalisme d'Allen : l'algèbre des intervalles (AI)B est 
omposée de 13 relations binaires et D est un ensembled'intervalle.Les relations 
orrespondent à un ordre parti
ulier des 4 bornes dedeux intervalles.
Relation

precedes

meets

overlaps

starts

during

finishes

equals

Signification

b

m

o

s

d

f

eq

Inverse

bi

mi

oi

si

di

fi

eq

X

X
Y

X

X

X

X

Y

Y

Y

Y

Y

X

Y

Symbole

Fig.: Les relations de base de AI



TreillisDé�nitionPrérequis à la dé�nition de 
ette tradu
tion : existen
e d'un ordrepartiel � sur B devant satisfaire 
ertaines propriétés.
(B ,�) doit être un treillis, ainsi pour tout a, b, 
 ∈ B nous avons :

◮ a � a,
◮ si a � 
 et 
 � b alors a � b,
◮ si a � b et b � a alors a = b,
◮ il existe deux éléments de B 
orrespondant à Inf{a, b} etSup{a, b}.



TreillisExemple pour AI
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Fig.: Le treillis 
on
eptuel (B,�)de AI
Exemple :

◮ {o, � , s, eq, f } 6∈ C� ;
◮ {o, � , s, eq} = [o, eq] ∈

C�.
◮ {f } = [f , f ] ∈ C�.



Réseaux de 
ontraintes qualitativesDé�nitionSoit un formalisme F dé�ni sur l'ensemble de relations de base B etle domaine D. Un réseau de 
ontraintes qualitatives, noté RCQ,
onstruit sur F est dé�ni par un 
ouple N = (V ,C ) tel que :
◮ V est un ensemble �ni de variables dé�ni sur D,
◮ C est une appli
ation qui, pour tout 
ouple (vi , vj ) ∈ V × V ,asso
ie un ensemble C (vi , vj ) ⊆ B. Nous notons Cij la
ontrainte sur les variables vi et vj .Dans la suite, nous appelons simple RCQ, SRCQ en abrégé, toutRCQ = (V ,C ) dont 
haque 
ontrainte Cij est dé�nie par unerelation [C−ij ,C+ij ] de C�.



Réseaux de 
ontraintes qualitativesExemple
[m, s]

{m, o, s}

[fi, si]
{fi, di, eq, si}

{b, m, o}
[b, o]

{s, eq, d, f, si, oi, mi}

[s, mi]

v0 v1

v3

v2Fig.: Un SRCQ 
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Réseaux de 
ontraintes qualitativesDé�nitionSoit N = (V ,C ) un RCQ, ave
 V = {v0, . . . , vn−1}.
◮ Une solution de N est une appli
ation σ de V vers D telle que

σ(vi ) C (vi , vj ) σ(vj ), pour tout vi , vj ∈ V . N est 
ohérent siet seulement si il admet une solution.
◮ N est ◦-fermé si et seulement si pour tout vk , vi , vj ∈ V ,C (vi , vj ) ⊆ C (vi , vk ) ◦ C (vk , vj ) et C (vi , vj ) 6= ∅ (remarquonsque nous pouvons nous restreindre aux triplets vk , vi , vj ∈ Vave
 i < j).
◮ Un s
énario de N est un sous-RCQ (V ,C ′) de N tel queC ′(vi , vj ) = {a} ave
 a ∈ B. Un s
énario 
ohérent de N est uns
énario de N admettant une solution.



Tradu
tion en SAT d'un SRCQDé�nition généraleEn
odage vers une formule propositionnelle sous forme normale
onjon
tive.Ensemble des variables propositionnelles : pour tout a ∈ B et pourtout i , j ∈ {0, . . . , n − 1}}
{Cij � a , a � Cij}Les 
lauses doivent retrans
rire :

◮ les 
ontraintes du RCQ ;
◮ l'algèbre utilisée (stru
ture du treillis, table de 
omposition,...).



TreillisReprésentation
Con
ernant (B,�) nous posons deux nouvelles propriétés
on
ernant les opérations d'inverse et de faible 
omposition :

• ∀a, b ∈ B, si a � b alors b−1 � a−1 ;
• ∀a, b, 
 , d ∈ B, [a, b] ◦ [
 , d ] = [Inf(a ◦ 
),Sup(b ◦ d)].



Tradu
tion en SATDé�nition des 
lauses (I)Représentation des bornes sur les 
ontraintes du réseau :
◮ Pour 
haque 
ontrainte Cij = [aij , bij ] ave
i , j ∈ {0, . . . , n − 1} :aij � Cij et Cij � bij (I )Exemple pour AI :C05 = [b, o] −→ b � Cij ∧ Cij � o



Tradu
tion en SATDé�nition des 
lauses (II)Modélisation des in�mums et des supremums de � :
◮ pour tout a, b ∈ B :

¬(a � Cij) ∨ ¬(b � Cij) ∨ Sup{a, b} � Cij (II a)
¬(Cij � a) ∨ ¬(Cij � b) ∨ Cij � Inf{a, b} (II b)Exemple pour AI :
¬(eq � Cij) ∨ ¬(d � Cij) ∨ (f � Cij) (Sup)

¬(Cij � eq) ∨ ¬(Cij � d) ∨ (Cij � f ) (Inf )



Tradu
tion en SATDé�nition des 
lauses (III)Des
ription de la propriété de transitivité :
◮ pour tout a, b ∈ B tels que a 6� b :

¬(a � Cij) ∨ ¬(Cij � b) (III )Exemple pour AI :m 6� b −→ ¬(Cij � b) ∨ ¬(m � Cij)



Tradu
tion en SATDé�nition des 
lauses (IV)Représentation de l'opération inverse :
◮ pour tout a ∈ B :

¬(a � Cij) ∨ Cji � a−1
¬(Cij � a) ∨ a−1 � Cji (IV )Exemple pour AI :b = bi−1 −→ ¬(b � Cij) ∨ (Cij � bi)



Tradu
tion en SATDé�nition des 
lauses (V)Modélisation de l'opération de faible 
omposition :
◮ Pour 
haque triplet de 
ontraintes (Cik ,Ckj ,Cij), ave
i , j , k ∈ {0, . . . , n − 1} et i < j

¬(a � Cik) ∨ ¬(b � Ckj) ∨ Inf(a ◦ b) � Cij (Va)
¬(Cik � a) ∨ ¬(Ckj � b) ∨ Cij � Sup(a ◦ b) (Vb)Exemple pour AI :b ◦ bi = B −→ ¬(b � Cik) ∨ ¬(bi � Ckj ) ∨ (b � Cij)b ◦ bi = B −→ ¬(Cik � b) ∨ ¬(Ckj � bi) ∨ (Cij � bi)



Tradu
tion en SATCadre généralTradu
tion d'un SRCQ : ne 
ontient que des 
lauses de Horn.Cij n'est pas toujours une relation de C�.
◮ Dé
ouper Cij en Cij =

k⋃x=1[axij , . . . , bxij ]
◮ Repla
er la dé�nition des 
lauses (I) par :k∨x=1(axij � Cij ∧ Cij � bxij)Exemple :

{o, � , s, eq, f } = [o, eq] ∪ [f , f ]

(o � Cij ∧ Cij � eq) ∨ (f � Cij ∧ Cij � f )



Complétude
◮ Soit N = (V ,C ) un SRCQ dé�ni sur (B,�). Si N admet uns
énario ◦-fermé alors Sat(N ) est satis�able.
◮ Soit N = (V ,C ) un SRCQ. Si la méthode de la fermeture parfaible 
omposition est 
omplète pour les SRCQ alors N est
ohérent ssi Sat(N ) est satis�able.
◮ Soit N = (V ,C ) un RCQ. Si la méthode de la fermeture parfaible 
omposition est 
omplète pour les SRCQ alors N est
ohérent ssi Sat(N ) est satis�able.



ComparaisonDé�nitionDe�nition (Support en
oding)Soit N = (V ,C ) un RCQ tel que V = {v0, ..., vn−1}. SatS(N ) estl'ensemble de 
lauses dé�ni sur l'ensemble de propositions
{rij ave
 a ∈ B, i , j ∈ {0, . . . , n − 1} et i < j} par :1. pour tout 1 ≤ i < j ≤ n, la 
lause ∨a∈Cij aij est introduite(ALO),2. pour tout 1 ≤ i < j ≤ n et pour tout a, b ∈ Cij , si a 6= b, la
lause ¬aij ∨ ¬bij est introduite (AMO)3. pour tout 1 ≤ i < k < j ≤ n, pour tout a ∈ Cik , b ∈ Ckj , la
lause ¬aik ∨ ¬bkj ∨ ∨
∈(a◦b)∩Cij 
 , est introduite (Support).



ComparaisonEspa
eTradu
tion de RCQ de 50 variables sur l'algèbre des intervalles.Utilisant les relations 
onvexes :
◮ Sans rédu
tion : env. 20 millions de 
lauses
◮ Ave
 rédu
tion : env. 5 millions de 
lauses (soit 75% de laformule)Utilisant la notion de support de la table de 
omposition :
◮ Sans rédu
tion : 3.5 millions de 
lauses
◮ Ave
 rédu
tion : entre 1.5 et 3 millions de 
lauses.



ComparaisonTemps
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ComparaisonTime-out
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Con
lusion et perspe
tivesCon
lusion :
◮ en
odage d'un RCQ en une formule propositionnelle utilisantles relations 
onvexes,
◮ 
omplétude de la méthode,
◮ résultats expérimentaux intéressant.Perspe
tives :
◮ rédu
tion du nombre de 
lauses en limitant leur portée,
◮ ajout de nouveaux axiomes pour fa
iliter la re
her
he,
◮ utiliser d'autres relations 
omme les pre-
onvexes,
◮ méthode hybride ave
 
elle existante pour améliorer lesrésultats.



Mer
i de votre attention
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